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1. Intro
1.1. Intro
1.1.1. ML

ML(Machine Learning)은 데이터로부터 의미있는 정보를 자동으로 추출하는 general-purpose methodol-
ogy을 디자인하는 것을 그 목적으로 한다. ML은 data, model, learning의 조합으로 이야기할 수 있고, 이를 잘
이해하고 새로운 solution을 제안하려면 수학적인 배경지식을 가지는 게 도움이 된다.

ML과 관련된 수학적 설명에서 용어의 정의가 문맥에 따라 차이가 존재할 수 있고, 본 요약본에서도 마찬가지
이다.

• algorithm은 입력 데이터를 기반으로 예측하는 시스템을 의미할 수 있는데 여기에서는 이를 Predictor
라고 부른다. 반면 predictor 내부의 parameter 값을 결정하는 시스템을 의미하기도 하는데 여기에서는
이른 Training System이라고 부른다.

• vector는 숫자들의 배열, 방향과 크기가 있는 화살표, 수학적 의미의 벡터 등으로 이해될 수 있다. 본
요약본에서는 데이터가 이미 컴퓨터가 읽을 수 있는 수치형 vector로 변환된 상태인 것으로 가정한다.

• model은입력데이터를활용해예측하는프로세스를단순하게추상화한것이고,이런 model의 paramter
를 최적화하는 것을 learning이라고 한다. 또한 Utility Function을 사용해 training data에 대해 얼
마나 잘 예측하는지를 평가한다. 이때 learning은 training data뿐만 아니라, 새로운 데이터에 일반화가
가능하도록 하는 것을 그 목적으로 한다.

2. Vector & Matrix
linear algebra는 수치화된 데이터를 바라보는 가장 강력한 수학적 언어로, vector와 vector를 조작하기 위한 방법
들을 다룬다.

2.1. Understanding of Multiplication
matrix-vector multiplication Ax=b, 그리고 matrix-matrix multiplication AB=C에 대해 더 이해해 보자. 참고로
vector라 하면 기본적으로 column vector를 의미한다.

2.1.1. Matrix Multiplication

Matrix Multiplication은 cij =
∑n

l=1 ailblj로 계산된다. 추후 서술하는 것과 같이 matrix multiplication은
inner product라고도 한다.

matrix multiplication에 대해서는 associativity(결합 법칙)와 distributivity(분배 법칙)가 성립한다.

참고로 matrix multiplication할 때 분수가 나오면 scalar로 따로 빼놓고 계산해야 실수가 적다.

2.1.2. Linear Combination of Colums

연립일차방정식에서 주로 등장하는 Ax=b 꼴의 matrix-vector multiplication을 나타내는 방법은 아래와 같이
두 가지다.

1. Row-wise way(dot product)
Row-wise way는 Ax=b를 수식 그대로 coefficient matrix A와 variable vector x의 단순 곱(dot product)
으로 보는 방식이다. 즉, A의 각 row가 방정식 하나의 coefficent를 나타내고, 각 방정식들에 대한 공통해를
찾는다는 관점이다. 수식으로 나타내면 당연하게도 아래와 같다.

기하적으로 생각해 보면 각 방정식에 대응되는 선 또는 면 등을 좌표계에 그리고, 좌표계에서 일치하는 부분이
x인 것으로 이해할 수 있다.
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a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

x1
x2
x3

 =

b1
b2
b3


2. Column-wise way
Column-wise way는 Ax=b를 A의 column들에 대한 linear combination(일차결합)으로 보는 방식이다(lin-
ear combination of columns of A). 수식으로 나타내면 아래와 같다. ML/DL 관점에서는 Ax=b를 이런 방식
으로 나타내는 것이 intuition을 기르기에 좋고, ai 관련 논문이나 서적 등에서도 이 방식을 주로 사용한다.

기하적으로 생각해 보면 각 column vector들을 좌표계에 나타내고, 이것들을 적절히 scalar배 해서 b를 만드는
것으로 이해할 수 있다.

x1

a11
a21
a31

+ x2

a12
a22
a32

+ x3

a13
a23
a33

 =

b1
b2
b3


column-wise way를사용하면 Ax=b를 b에대한 linear combination으로이해할수있다는장점도있고, Ax=b
의 차원이 달라지는 등의 변화가 생겼을 때에도 vector 하나만 추가해 주면 되므로 수식적인 이해와 수정이
용이하다는 장점도 있다. 또한 각 column vector들을 그리기만 하면 되므로 좌표계에 나타낼 때도 편리하다.
반면 row-wise way의 경우 각 방정식을 선이나 면 등의 형태로 좌표계에 나타내야 하는데, 특히 차원이 높아
질수록 그리거나 이해하기 어렵다. 이에 따라 본 수업에서는 vector나 데이터셋 등을 나타낼 때 column-wise
way를 사용한다.

column-wise way를 연립방정식 Ax = b에 적용해 보면, 임의의 vector b에 대해 Ax=b의 해가 존재하는지는
각 column vector들의 linear combination으로 b를 나타낼 수 있는지로 생각할 수 있다. 다시 말해, b가 임의의
n차원 vector일 때 column vector들의 부분집합이 해당 vector space의 basis라면 임의의 b에 대해서 해가
존재한다.

2.1.3. Linear Combination of Rows

앞에서설명한것처럼 Ax는 linear combination of columns of A이다.동일한방식으로더생각해보면 xT A =
bT는 linear combination of rows of A인 것으로 이해할 수 있다. 물론 이때 b는 AT x = b이므로 Ax = b에서의
b와는 다른 값이다.

[
x1 x2 x3

] a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 =
[
b1 b2 b3

]

x1
[
a12 a12 a13

]
+ x1

[
a21 a22 a23

]
+ x1

[
a31 a32 a33

]
=
[
b1 b2 b3

]
물론 당연하게도 xT A = bT는 AT x = b와 같은데, 이는 단순히 A를 transpose한 것이므로 linear combination
of rows of A로 이해할 수 있다.

즉, 정리하면 Ax꼴은 A의 column vector들의 linear combination으로, xA 꼴은 A의 row vector들의
linear combination으로 이해할 수 있다.

2.2. Matrix Multiplication
2.2.1. Matrix Multiplication

column vector, row vector에 대한 linear combination의 측면에서 matrix multiplication을 이해해보자. 우선
기본적으로 matrix A, B, C에 대한 matrix multipliaction AB=C는 A, B, C의 각 원소 a, b, c에 대해서 아래와
같이 나타낼 수 있다.

7



Cij =
n∑

k=1
AikBkj

이때 C의 각 row와 column은 A와 B를 활용한 linear combination으로도 나타낼 수 있다. 당연하게도 matrix
multiplication을 생각해 보면 C의 각 row는 대응되는 A의 row와 B에 대한 multiplication, C의 각 column는
A와 대응되는 B의 column에 대한 multiplication이다. 즉, A의 i번째 row를 ar

i , B의 i번째 column을 bc
i , C의

i번째 row 또는 column을 cr
i , cc

i이라 하면 아래의 수식이 성립한다.

Abc
i = cc

i , ar
i B = cr

i

다시 말해, AB=C에서 C의 각 column은 A의 column vector의 linear combination이고, C의 각 row
는 B의 row vector의 linear combination이다.

Ax가 A column의 linear combination으로 나타낼 수 있다는 것은 Ax가 A의 column space에 포함된다는 것이고,
이를수식으로나타내면 Ax ∈ C(A)이다.또한multiplication은결합법칙이성립하므로당연하게도 ABCx ∈ C(A)
이다. 단순히 BCx = x′으로 묶는 것으로 증명된다.

2.2.2. Matrix Multiplication 다르게 나타내기

1. Column과 Row의 곱으로 나타내기
앞에서 언급한 것처럼 n ×m matrix A와 m × k matrix B의 multiplication AB = C는 아래와 같이 나타낼
수 있다.

Cij =
m∑

k=1
AikBkj

이때 A의 i번째 column을 ac
i , B의 i번째 row를 br

i라고 하면 아래와 같이 나타낼 수도 있다. 수식적으로는
이런 방식에서 특정 원소를 구하는 계산을 나타내보면 위의 수식과 같고, 직관적으로도 각 곱의 결과는 n× k
행렬이므로 이를 모두 더하면 AB와 같다.

AB =
m∑

k=1
ac

kbr
k

이런식의표기는 A의각열또는 B의각행의중요도에따라연산결과에서반영비율을바꿔보는등의접근를
가능하게 한다.

2. Submatrix의 곱으로 나타내기
matrix를 여러 submatrix 또는 블럭으로 나누고, 각 블럭을 성분으로 취급해 matrix multiplication을 계산할
수 있음.

2.3. Rank
2.3.1. Rank

1. Rank
matrix의 Rank는 해당 matrix의 column space의 dimension이다. 즉, linear independent한 column의 개수
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이자, image의 dimension이다. rk(A) = 2와 같이 표기한다.

임의의 matrix A의 rank는 AT의 rank와 같다. 즉, rank는 해당 matrix의 row space의 dimension이고, linear
independent한 row의 개수로 구할 수도 있다. 정리하면 rank는 linear independent한 row 또는 column
의 개수로 계산할 수 있다.이때 하나의 matrix에대해서 independent한 column의개수와 independent한 row
의 개수가 동일하므로, row와 column 중 더 짧은 쪽보다 항상 rank가 작다.

elementary operation은 rank를보존한다.이에따라임의의 matrix에 elemination을적용해 pivot이존재하는
column의 개수로 rank를 구할 수 있다.

2. Full Column/Row Rank
임의의 m× n matrix A에 대해 column/row와 rank가 같은 경우를 Full Column/Row Rank라고 한다.

1) Full Column Rank
모든 column들이 independent한 경우이다. 즉, pivot이 모든 column에 존재한다.

이 경우 Ax = b에서 pivot variable이 열의 개수와 같고, free variable이 없다. free variable이 없기도 하고,
dimension theorm에 의해 N(A)는 영공간이다. xcomplete = xparticular 이다. b가 A의 linear combination인
것을 고러하면 n < m인 경우 항상 해가 존재하는 것은 아니고, n = m인 경우에는 invertible이므로 해가
존재한다.

2) Full Row Rank
모든 row들이 independent한 경우이다. 즉, pivot이 모든 row에 존재한다.

이 경우 Ax = b에서 모든 b에 대해 해가 존재한다. n > m인 경우 rank(column space의 dimension)가 m이고
column은 길이 m의 vector이므로 colum space는 Rm이다. 이에 따라 임의의 길이 m vector b를 column의
linear combination으로 만들 수 있으므로 항상 해가 존재한다. n = m인 경우 invertible이므로 해가 존재한다.

3) Full Rank
m× n matrix A가 가질 수 있는 가장 큰 rank를 가질 때, Full Rank라고 한다. 즉, full column rank 또는 full
row rank인 경우를 말한다.

full rank가 아닌 matrix는 Rank Deficient라고 한다.

2.4. Invertibility
2.4.1. Invertibility

1. Invertibility
n× n 행렬 A에 대해서 AB = BA = I인 n× n 행렬 B를 A의 Inverse Matrix(역행렬)이라고 하고, A−1로
표기한다. 또한 어떤 matrix가 inverse matrix가 존재하면 Invertible(가역)이라고 한다.

뒤에서도 다루겠지만, invertible인 matrix를 regular/invertible/nonsingular matrix라고 하고, non-invertible
인 matrix를 singular/non-invertible matrix라고 한다.

n× n matrix의 invertibility는 아래와 같은 기준으로 판단이 가능하다.

1. rank가 n이면 invertible

2. determinant가 0이 아니면 invertible

3. Ax=0을 만족시키는 0이 아닌 벡터 x가 존재하면 non-invertible

n × n matrix A가 invertible하기 위한 필요충분조건은 A의 rank가 n인 것이다. 즉, non-singular matrix인
것과 invertible, rank가 n인 것은 동치 명제이다.

n×n matrix A가 invertible이면 rank가 n이고 nullity가 0이므로, systems of linear equation Ax=b는 유일한
해 A`1b를 가짐. 또한 systems of linear equation의 해가 유일하면 nullity가 0인 것이므로 A는 invertible이다.

2. Inverse Matrix 구하기
invertible인 matrix A의 inverse matrix는 (A|I)에 elementary row operation을 적용해 구할 수 있다. A에
해당하는 부분을 항등행렬로 만들면 결과로 나오는 (I|B)에서 B가 A의 inverse matrix이다.
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이때 elementary row operation을 적용하는 것은 아래와 같이 elementary matrix를 곱하는 것과 같으므로,
EA = I, E = B이다. 즉, E 자체가 A의 inverse matrix이다.

En · · ·E2E1(A|I) = E(A|I) = (EA|E) = (I|B)

2 × 2 matrix A에 대해서, inverse matrix는 다음과 같고, det A ̸= 0이면 A는 invertible이다. 계산해 보면
당연하게 성립한다.

A−1 = 1
det A

[
a22 −a12
−a21 −a11

]
1× 1 matrix A의 inverse matrix는 해당 원소의 값을 역수 취한 것이다.

3. Inverse Matrix의 성질
inverse matrix의 성질로는 아래와 같은 것들이 있다.

1. 정의에 따라 AA−1 = A−1A = I가 성립한다.

2. (AB)−1 = B−1A−1이 성립한다.

3. (A + B)−1 ̸= A−1 + B−1

또한, invertible matrix A에 대한 inverse matrix는 유일하다.

2.4.2. Singular Matrix

1. Singular Matrix
column또는 row가 independent하지않은matrix를 n×n Singular Matrix(특이행렬)라고하고, dependent
한 matrix를 Non-singular Matrix라고 한다.

rank가 n이 아니면 singular, n이면 non-singular이다. 즉, singular matrix는 non-invertible이고, non-singular
matrix는 invertible이다. invertible과 determinant가 0이 아닌 것은 필요충분이므로, determinant가 0이면
singular matrix, determinant가 0이 아니면 non-singular matrix이다.

정리하면, singular인 것과 non-invertible인 것과 determinant가 0인 것은 동치 명제이다.

2. Singular와 Non-singluar의 곱
n× n singular matrix A와 n× n non-singular matrix B의 곱 AB = C은 항상 singular matrix이다. 아래와
같이 여러 가지 방법으로 증명이 가능하다.

1) determinant는 행렬 곱을 보존하므로, 둘 중 하나의 determinant가 0이면 det(AB) = det(A) det(B) = 0
이다.

2)행렬을선형변환으로생각해보면,둘중에하나라도일대일대응이아니면 AB도일대일대응이아니게된다.

3) C의 각 column는 A의 column에 대한 linear combination이므로 independent할 수 없다. rank(AB) =
min(rank(A), rank(B))인 것으로도 이해할 수 있다.

4) 귀류법으로도 접근이 가능하다. C가 non-singular라고 하면 차원정리에 의해 Cx=0인 0이 아닌 x가 존재
하지 않는다. A가 singular이므로 Ay = 0인 0이 아닌 y가 존재하고, B는 non-singular이므로 y = Bx인 0이
아닌 x가 존재한다. ABx = Ay = 0 = Cx이므로 모순이다.

2.5. Transpose
2.5.1. Transpose

n×m matrix A에 대한 Transpose(전치)는 A의 row와 column을 뒤바꾸는 연산으로, AT와 같이 표기한다.
즉, (AT )ij = Aji이다.

transpose는 아래와 같은 성질을 가진다.
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1. (AT )T = A

2. (A + B)T = AT + BT이다.

3. (AB)T = BT AT이다. 당연하게도 (ABC)T = CT BT AT이다.

4. (AT )−1 = (A−1)T이다. AT (AT )−1 = I와, AA−1 = I를 transpose하고 비교해 증명할 수 있다. 이에
따라 A가 invertible이면 AT도 invertible이다.

참고로, rank(A) = rank(AT A) = rank(AAT )이다. A와 AT A는 null space가 같으므로 당연하다. Ax = 0
이면 AT Ax = 0이고, AT Ax = 0, xT AT Ax = (Ax)T (Ax) = 0인데 dot product해서 영벡터인 것은 영벡터
뿐이므로 Ax = 0이 성립한다. 또한 transpose해도 rank가 같으므로 이는 AAT에 대해서도 성립한다.

transpose를 사용해 inner product와 outer product를 정의할 수 있다. n× 1 vector x와 y에 대해 inner product는
x · y = xT y로 정의되고(결과는 1× 1), outer product는 xyT로 정의된다(결과는 n× n).

3. Vector Space
3.1. Vector Space
3.1.1. Group

Group은다음과같이닫혀있고,결합법칙이성립하며,항등원과역원이존재하는연산이성립하는집합으로,
G := (G,⊗)으로 표기한다.

이때 ∀x, y ∈ G : x⊗ y = y ⊗ x가 성립하는 G는 Abelian Group이라고 한다. 즉, commutative(교환법칙)가
성립하는 경우를 말한다.

예를 들어, invertible matrix의 집합은 matrix multiplication에 대해 group이지만, matrix multiplication은 com-
mutative가 성립하지 않으므로 abelian group은 아니다.

3.1.2. Vector Space

1. Vector Space
Vector Space(벡터공간)는 scalar 곱과 vector 합에 대해 닫혀 있는 vector의 집합이다. 즉, 아래의 조건을
만족시키는 두 연산이 정의된 집합 V는 vector space이다.

1. 모든 x ∈ V , y ∈ V에 대해 x + y ∈ V이다.

2. 모든 scalar a와 모든 x ∈ V에 대해 ax ∈ V이다.

vector space는 vector 합에 대한 abelian group이고, 집합 외부의 체(field)에 속한 scalar를 활용한 곱이 정의
된 집합이라고도 할 수 있다. 이때 vector 합을 inner operation, 스칼라 곱을 outer operation이라고도 한다.
(inner/outer product와는 관련이 없다.)

정의에 의해 영벡터만 존재하는 집합도 vector space이고, 이를 Zero Vector Space(영벡터공간, 영공간)
라고 한다. zero vector space의 dimension은 0이다.

Rn은 n개의 실수 값을 속성으로 하는 vector들의 대한 vector space이고, linear algebra의 algorithm은 주로
Rn 위에서 공식화된다.

2. Subspace
어떤 vector space에 대한 Subspace(부분공간)은 해당 vector space에서 정의하는 scalar 곱과 vector space
에 대해 닫혀 있는 부분집합이다. 즉, 아래의 조건을 만족시키는 vector space의 부분집합 W는 해당 vector
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space의 subspace이다.

1. 모든 x ∈W , y ∈W에 대해 x + y ∈W이다.

2. 모든 scalar a와 모든 x ∈W에 대해 ax ∈W이다.

3. W는 V와 동일한 0 vector를 포함한다.

matrix A의 column을 span해 생성된 vector space는 Column Space(열공간)라고 하고, C(A)로 표기한다.
마찬가지로 row를 span해생성된 vector space는 Row Space(행공간)라고하고, R(A) = C(AT )로표기한다.

정의에 의해 0 vector만 존재하는 vector space는 모든 vector space의 subspace이다.

vector space에 대한 엄밀한 정의가 존재하기는 하지만, 여기에서는 이 정도로만 정리한다.

geometric vectors, polynomials, audio signals, tuples 등은 모두 vector space로 정의할 수 있고, 각각은 vector
이다.

matrix A에 대해 Ax = b1, Ax = b2는 해가 존재하고 Ax = b3는 해가 존재하지 않으려면, 당연하게도 b1과 b2은 A
의 column space에 존재하고 b3는 존재하지 않으면 된다. 가장 쉬운 예시는 A의 각 열이 b1, b2인 것이고, b3는 b1
과 b2의 linear combination으로 만들 수 없는 상황이다.

참고로 P와 L이 vector space V의 subspace일때,당연하게도 ’P∪L은 subspace이다’는거짓이고, ’P∩L은 subspace
이다’는 참이다. vector 몇 개로 증명이 가능하다.

matrix들에 대한 vector space는 주로 M으로 표기한다. upper triangle matrix에 대한 vector space P, symmetric
matrix에 대한 vector space S, P ∩ S인 diagonal matrix에 대한 vector space 모두 M의 subspace이다.

3.1.3. Column Space and Null Space

1. Column Space
m× n matrix A의 Column Space(C(A))는 Ay = x를 만족시키는 vector x의 집합인 vector space이다. 즉,
A의 column의 linear combination으로 생성되는 vector space로, Rn의 subspace이다. column space는 image,
range라고도 한다.

column space가 subspace임은 vector 합과 scalar 곱에 대해 닫혀 있는 것으로 쉽게 증명할 수 있다.

당연하게도 Ax=b가 해를 가지려면 b는 A의 column space에 존재해야 한다.

A의 column space의 dimension은 A의 rank와 같다. 즉, dim(C(A)) = rank(A)이다.

2. Null Space
m × n matrix A의 Null Space(N(A))는 Ax = 0을 만족시키는 vector x의 집합인 vector space이다. 즉,
Ax = 0을 풀어 null space를 구할 수 있고, A의 null space는 Rm의 subspace이다. kernel이라고도 한다.

null space가 subspace임은 vector합과 scalar곱에대해닫혀있는것으로쉽게증명할수있다.이때 x는 n×1
vector이므로 null space는 Rn의 subspace이다.

Ax=0을 만족하는 x(x ̸= 0)가 존재하면 A는 non-invertible이다. 즉, null space가 zero vector space가 아니면
A는 non-invertible이다. 이는 A column의 linear combination으로 0이 만들어질 수 있다는 것이고, linear
independent하지 않으므로 당연하다.

m×n matrix A가가지는 null space의 dimension은 A의 n-rank와같다.즉, dim(N(A)) = n−rank(A)이다.

참고로, ’Ax=b를만족시키는 x의집합이항상 subspace이다.’는거짓이다.뒤에서살펴볼것처럼 subspace인경우도
있고, 그렇지 않은 경우도 있다.

3.2. Basis&Dimension
3.2.1. Linaer Independence

어떤 vector들의 집합 {v1, v2, · · · , vn}에 대해서 다음 수식을 만족시키는 0이 아닌 scalar c1, c2, · · · , cn이 존

재하지 않으면 이 집합은 Linear Independent하다고 한다. 즉, 해당 vector들의 linear combination으로
영벡터를 만들 수 없으면 linear independent하다.
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c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn = 0

영벡터를 만들 수 있다는 것은 해당 집합 내에서 일부 vector들의 linear combination으로 다른 vector를 만들
수 있다는 것이다. 다시 말해, linear independent하다는 것은 해당 집합 내에 불필요한 vector가 존재하지
않는다는 것으로 이해할 수 있다.

vector v1, · · · , vn으로 column을 구성한 m×n matrix A를 생각하자. 해당 vector 집합이 linear indepedent한
것(rank가 n)과 N(A)가 zero vector space인 것(nullity가 0)은 필요충분이다. 이에 따라 A에 대해 elimination
을 적용해 rank를 계산하여 independent 여부를 확인할 수 있다.

3.2.2. Span

어떤 vector들의 집합 {v1, v2, · · · , vn}에 대해서 해당 vector들의 linear combination으로 vector space S를 생
성할 수 있다. 이때 해당 vector들의 집합을 span하여 S를 생성했다고 하고, 이때 생성에 사용된 vector 집합을
generating set, 생성된 vector space를 Span(생성공간)이라고 한다.

어떤 vector 집합 β를 span했을 때 vector space V가 생성되는지는, 그 vector space에 속하는 임의의 벡터 v
를 β의 linear combination으로 나타낼 수 있음을 보이면 된다. 이때 elimination을 적용해 RREF로 나타내면
더 단순할 수 있다.

어떤 vector 집합을 span해서 생성한 집합은 항상 vector space이다.

예를 들어, matrix A column들의 집합을 span하면 A의 column space가 만들어진다.

3.2.3. Basis&Dimension

1. Basis
어떤 vector들의 집합 β = {v1, v2, · · · , vn}이 1) linear indepedent이면서 2) span했을 때 vector space V를 생
성한다면,이때 β는 V의 Basis(기저)라고한다.즉, minimal generating set이자, maximal linear independent
set이다. basis 중 vector space에 대해 표준적으로 존재하는 것을 Standard Basis 또는 Canonical Basis라고
한다.

이 조건을 만족시키는 vector 집합은 여러 개일 수 있으므로 당연하게도 어떤 vector space에 대한 basis는
유일하지 않은데, 동일한 vector space에 대해서라면 모든 basis는 그 원소의 개수가 전부 같다.

basis는 generating set을 찾은 다음, 해당 set의 vector를 column으로 하는 matrix A를 구성한 뒤, A에 대한
RREF를 구하면 pivot column 위치에 있던 vector들이 basis가 된다.

2. Dimension
vector space V의 basis가 n개의 vector로 이루어질 때 n을 V의 Dimension(차원)이라고 한다.

U가 vector space V의 subspace이면 dim U ≤ dim V이다.

3.2.4. Fundamental Theorem of Linear Mappings

Fundamental Theorem of Linear Mappings 또는 Rank-Nullity theorem 또는 Dimension theorem은
다음의 수식이 성립함을 의미한다.

dim(V ) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = nullity + rank

이때 V는 domain(정의역)이다. rank가 dim(V )보다 작으면 null space에 영벡터가 아닌 원소가 존재하며, 이
경우 Ax = 0은 무한히 많은 해를 가진다.

3.3. Four Fundamental Spaces
3.3.1. Four Fundamental Spaces
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rank가 r인 m×n matrix A는다음그림과같이 4가지 fundamental subspace로이해할수있다. orthogonality
에 대한 내용은 뒤에서 따로 다룬다.

즉, Ax=b에서 x는 항상 A의 row space와 null space에 속한 원소의 합으로 나타낼 수 있고, b는 column space
와 left null space에 속한 원소의 합으로 나타낼 수 있다.

1. Column Space (C(A))
Column Space는앞에서다룬것처럼길이 m vector인 column들의 linear combination으로생성되는 subspace
이다. 이때 길이 m인 vector들이므로 Rm의 subspace이다.

column space는 pivot variable에대응되는위치에있는 column(RREF의 pivot column과는다름.)들의집합을
basis로 가진다. dimension은 r이다.

2. Null Space (N(A))
Null Space는 앞에서 다룬 것처럼 Ax=0을 만족시키는 길이 n vector들로 구성된 subspace로, 이에 따라 Rn

의 subspace이다.

null space는 special solution들의 집합을 basis로 가진다. dimension은 n-r이다.

3. Row Space (C(AT ))
Row Space는 길이 n vector인 row들의 linear combination으로 생성되는 subspace이다. 이때 길이 n인 vector
들이므로 Rn의 subspace이다.

row space는 A에 대한 elimination을 통해 얻은 R에서 전부 0이 아닌 row의 집합을 basis로 가진다. dimension
은 r이다(column space와 같다.).

4. Null Space of AT (N(AT ))
AT의 Null Space 또는 Left Null Space는 AT x = 0을 만족시키는 길이 m vector들로 구성된 subspace로,
이에 따라 Rm의 subspace이다. AT의 null space는 AT y = 0, yT A = 0을 만족시키는 y의 집합이므로 left null
space라고 부른다.

left null space의 basis는 다음과 같은 방법으로 구할 수 있다. dimension은 m-r이다.

• AT null space의 basis를 직접 구한다.

• [A|I]에 elimination을 적용해 [R|E]로 변형한 뒤(EA=R 성립), R에서 모든 성분이 0인 row와 동일한
위치에 있는 E의 row들의 집합을 구성하면 그게 basis이다.

이때 E는 invertible이므로 각 row는 independent하고, 전부 0인 row는 m-r개이므로 이렇게 뽑은 row
들은 basis가 된다.
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4. Systems of Linear Equation
linear algebra의 많은 문제들은 연립일차방정식(Systems of linear equations)의 형태로 나타낼 수 있다. 그리고
일반적으로 systems of linear equations은 matrix A와 vector x, b에 대해 Ax=b 꼴로 나타낼 수 있다.

systems of linear equations이 가지는 solution(해)은 없거나, 오직 하나이거나, 무수히 많다. 또한 이는 기하학적
으로 이해할 수 있는데, 각 equation을 Rn에서 나타냈을 때 서로 만나지 않거나, 한 점에서 만나거나, 무수히 많은
점에서 만나게 된다.

4.1. Elimination
4.1.1. Elimination

1. Elimination
Elimination(소거법)은 선형대수학에서 systems of linear equation의 해를 구하는 가장 기본적인 방법이면
서, 행렬의 다양한 속성을 이해하는 데에 활용되는 기법이다.

Gaussian Elimination(가우스 소거법)은 matrix에 elementary operation을 적용해 Row Echelon Form(행
사다리꼴)으로 만드는 elimination이고, Gauss-Jordan Elimination(가우스-조던 소거법)은 동일하게 el-
ementary operation을 적용해 RREF(Reduced Row Echelon Form, 기약행사다리꼴)로 만드는 elimination
이다. 이렇게 elementary operation을 적용하는 것을 Elementary Transform이라고 한다.

참고로, 본 교재에서는 gaussian elimination을 matrix A를 RREF로 만드는 elimination이라고 정의한다.

row echelon form은 아래의 조건 중 1, 2번 조건만 만족시키는 matrix이고, RREF는 아래의 조건을 모두 만
족시키는 matrix이다. 이때 Pivot(피벗)은 각 row에서 처음으로 0이 아닌 원소이다. 당연하게도 matrix A를
row echelon form으로 변형했을 때 pivot의 개수는 A의 rank와 같다.

1. 0이 아닌 성분을 가지는 row는 모든 성분이 0인 행보다 위쪽에 위치한다.

2. 0이 아닌 성분을 가지는 row의 pivot은 위쪽 row의 pivot보다 오른쪽에 위치한다.

3. pivot이 존재하는 column에서 pivot을 제외한 다른 모든 원소의 값은 0이다. (pivot의 위아래가 모두 0
이다.)

4. 모든 privot의 값은 1이다.

2. Elementary Operation and Elementary Matrix
matrix의 row[column]에 대한 아래의 세 연산을 Elementary Row[Column] Operation(기본행[열]연산)
이라 한다. 또한 row와 column에 대한 이 연산들을 통틀어 Elementary Operation이라 한다.

1. A의 두 row[column]을 교환하는 것.

2. A의 한 row[column]에 0이 아닌 scalar를 곱하는 것.

3. A의 한 row[column]에 다른 row[column]의 scalar 배를 더하는 것.

Elementary Matrix(기본행렬)은 identity matrix In에 elementary operation을한번적용하여얻은matrix
이다. elementary operation을 적용하는 것은 그 matrix에 대응되는 elementary matrix(동일한 elementary
operation을 In에 적용한 것)를 곱하는 것과 같고, 이에 따라 elementary operation을 적용하는 것을 수식적으
로 나타낼 수 있다.
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이때 elementary row operation을 적용하는 것은 elementary matrix를 왼쪽에 곱하는 것과 같고, elementary
column operation을 적용하는 것은 elementary matrix를 오른쪽에 곱하는 것과 같다.

세 번째 elementary operation에 대한 matrix를 Elemination Marix(소거행렬)로, 첫 번째 elementary opera-
tion에 대한 matrix를 Permutation Matrix(치환행렬)로 부르기도 한다.

elementary row operation은 row space를보존하지만, column space는보존하지않는다.또한이는 elementary
matrix를 왼쪽에 곱하는 것과 같으므로 null space를 보존한다. 반면 elementary column operation은 column
space는 보존하지만 row space 및 null space는 보존하지 않는다. 물론 두 operation 모두 rank는 보존한다.

참고로, 본 교재에서는 3번 elementary operation을 ’scalar 배를 더하는 것’ 대신 단순히 ’더하는 것’으로 정의
한다.

3. Systems of Linear Equation의 풀이
Ax=b 꼴의 systems of linear equation은 Augmented Matrix(첨가행렬) (A|b)에 대해 elimination을 적용해
RREF로 변형하는 것으로 풀 수 있다.

1. matrix의 각 row에 대해 위에서 아래로 내려가면서 elementary row operation을 적용해 pivot의 값이 1
이고, pivot과 동일한 column의 성분들 중 아래쪽에 있는 것들을 0으로 만든다.

2. 이후 아래에서 위로 올라가면서 privot과 동일한 column의 성분들 중 위쪽에 있는 것을 0으로 만든다.

4. Systems of Linear Equation의 해의 존재 여부 판단
systems of linear equation Ax = b의 해가 임의의 b에 대해 존재하는지는 아래의 방법 중 하나로 판단할 수
있다.

1. A가 invertible이면 해가 존재한다. 또한 이 경우 x = A−1b으로 해를 계산할 수 있다.

2. rank(A) = rank(A|b)이면 해가 존재한다. 이 경우 A column의 linear combination으로 b를 만들 수
있다.

3. (A|b)를 RREF로 나타냈을 때 모순인 수식이 나오는 행이 있으면 해가 존재하지 않는다.

systems of linear equation을 풀 때, elimination 대신 직관적으로 column의 linear combination으로 나타낼 수
있는지 확인할 수도 있는데, 이런 직관을 가지면 좋다고 한다.

Ax=b에 대한 solution은 gaussian elimination을 사용하거나, A가 invertible할 때 x = A−1b를 계산하거나, x =
(AT A)−1AT b임을 이용해 구할 수 있지만 이 방법들 모두 수백만 개의 변수가 존재하는 실제 상황에서는 적용하
기에 cost가 너무 크다. 그래서 실제로는 Richardson method, Jacobi method, Gauss-Seidel method, Successive
over-relaxation method와 같은 Stationary Iterative methods, 또는 Conjugate gradients, Generalized minimal
residual, Biconjugate gradient와 같은 Krylov subspace methods를 통해 간접적으로 해를 구한다고 한다.

4.2. General Solution
4.2.1. Special/Particular Solution of Ax=b

Ax=b의 general solution을 찾아보자.

1. Pivot Variable vs. Free Variable
elimination을 적용했을 때 row echelon form에서 pivot이 존재하는 column을 Pivot Column, pivot이 존
재하지 않는 column을 Free Column이라고 한다. 당연하게도 pivot column과 동일한 위치의 column들의
집합은 column space의 basis이다.

참고로, 본 교재에서는 pivot variable을 Basic Variable이라고 명명한다.

이에 따라 Ax=b에서 x에 해당하는 각 원소를 다음과 같이 구분할 수 있다.

• pivot column에 대응되는 x의 원소는 Pivot Variable이라고 한다.

matrix A의 rank는 row echelon form으로변형했을때 pivot의개수와같으므로, pivot variable의개수는
rank와 같다.

• free column에 대응되는 x의 원소는 Free Variable이라고 한다. 이때 free variable은 뒤에서 다루는
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것처럼 해를 구할 때 어떤 값이든 될 수 있기 때문에 free이다.

뒤에서 다룰 것처럼, matrix A의 nullity는 그 basis인 special solution의 개수와 같고, speical solution
의 개수는 free variable의 개수와 같으므로, free variable의 개수는 nullity와 같다.

pivot variable의 개수와 free variable의 개수를 dimension theorm으로 이해할 수 있다.

2. Special/Particular Solution
연립일차방정식 Ax=b에 대해서 Ax=b를 만족시키는 특정한 해를 Particular Solution, Ax=0을 만족시키
는 특별한 해를 Special Solution이라고 한다. 이때 linear independent한 special solution은 free variable
만큼 존재하며, 그 집합은 A null space의 basis가 된다.

참고로, 여기에서의 정의가 더 일반적인 것처럼 보이지만, 본 교재에서는 particular solution을 ’particular
또는 speical solution’으로 정의하고, speical solution은 따로 정의하지 않는다.

elimination의 elementary operation들은 null space를 바꾸지 않는다(참고로, column space는 바꾼다.). 즉,
special solution은 elimination을 적용한 뒤에도 구할 수 있다. 이에 따라 연립방정식 Ax=0에 대한 special
solution은 다음과 같은 과정을 거쳐 구할 수 있다.

1. A에 elimination을 적용해 RREF 또는 row echelon form인 matrix R로 변형한다.

2. Rx = 0에서 free variable들중 하나에만 1, 나머지는 0을대입해 각 경우에대한 x를 구하면그게 special
solution이다. free variable이 하나인 경우 1을 대입하면 된다. pivot column의 linear combination으로
free column을 만들 수 있으므로, free variable에 임의의 값을 넣어도 Rx=0을 만족시키는 x를 항상 찾을
수 있다.

이에 따라 free variable 개수만큼의 speical solution이 존재하게 된다.

이때 RREF로변형했으면 1을대입하는 free variable에대응되는 free column의원소에서부호만바꾸면
special solution이므로 더 간단하다.

이렇게 구한 special solution들은 free variable 위치에 대해 하나만 1이고 나머지는 0이므로, 서로 linear
indepedent이다. 또한 Ax′ = 0을 만족시키는 임의의 x′은 special solution의 linear combination으로 나타낼
수 있으므로 special solution 집합의 span은 null space이다. 이는 pivot variable의 값은 free variable의 값들에
의해유일하게결정되므로, x′의 free variable값과같도록 special solution들의 linear combination을구성하면
pivot variable의 값 또한 유일하게 결정되기 때문이다. 즉, special solution의 집합은 null space의 basis
이다.

Ax=b에 대한 particular solution은 Ax = b 또는 Rx = b′에서 free variable 전부에 0을 대입하고
연립방정식을 풀어서 구할 수 있다. pivot variable의 linear combination으로 모든 free column을 만들 수
있으므로, Ax=b의 해가 존재한다면 모든 free variable에 0을 대입했을 때 particular solution을 찾을 수 있다.
특히 RREF로 elimination을 했다면 pivot variable 값이 b의 값과 같아지므로 매우 단순하다.

3. Rank와의 관계
m×n matrix A에대해 rank가 r일때, n, m, r의대소관계에따라 Ax=b의해가어떻게존재하는지를살펴보자.
이는 앞서 살펴본 내용에 의하면 당연하다.

• r=m=n인 경우, Ax=b는 항상 유일한 해를 가진다.

• r=n<m인 경우(full column rank), Ax=b는 해가 없거나, 유일한 해를 가진다.

• n>m=r인 경우(full row rank), Ax=b는 항상 무한한 해를 가진다.

• r<m, r<n인 경우, Ax=b는 해가 없거나, 무한한 해를 가진다.

이는 four fundamental space로도 이해할 수 있다. A의 column space에 b가 존재하지 않으면 해가 존재하지
않고, 해가 존재할 때 A의 null space의 dimension이 0이 아니면 해가 무수히 존재한다.

본 수업에서는 Ax=0에서 0에 기본행렬을 곱해도 0이므로 elimination을 적용해도 null space가 바뀌지 않는다고
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하는데, 각 elementary operation에 대해 null space가 바뀌지 않는다는 것으로 증명할 수도 있다.

4.2.2. General Solution of Ax=b

1. General Solution
Ax=b에 대한 General(Complete) Solution(xc)은 Ax=b를 만족시키는 모든 해의 집합으로, 다음과 같이
하나의 particular solution(xp)와 special solution(s1, s2 · · · )의 linear combination(xn. null space의 임의의
vector)으로 나타낼 수 있다.

xc = xp + xn = xp + (c1s1 + c2s2 + · · · )

이는 particular solution xp에 대해 Axp = b가 성립하고, special solution의 linear combination xn에 대해

Axn = 0이 성립하므로, 이 둘을 연립해 A(xp + xn) = b로 정리할 수 있기 때문이다.

영벡터가 아닌 b에 대해 Ax=b의 general solution은 영벡터를 포함하지 않으므로 항상 subspace가 아니다.
영벡터가 포함된다면 A0=b이므로 모순이다.

2. General Solution 구하기
Ax=b에대한 general solution은앞아서다룬것처럼다음과같이구할수있다.물론해가없는경우에는구할
수 없다.

1. Ax=b에 대한 augmented matrix [A|b]에 elimination을 적용해 RREF 또는 row echelon form R로
변형한다.

2. free variable들 중 하나에만 1, 나머지는 0을 대입해 Rx = 0에서 각 경우에 대해 special solution을
구한다.

3. 모든 free variable에 0을 대입해 Rx = b′에서 particular solution을 구한다.

4. special solution의 linear combination과 particular solution을 더해 general solution을 얻는다.

또는 ’프리드버그 선형대수학’에서 다뤘던 것처럼 다음과 같은 방법으로도 구할 수 있다.

1. Ax=b에 대한 augmented matrix [A|b]에 elimination을 적용해 RREF 또는 row echelon form으로 변
형한다.

2. 각 pivot variable에 매개변수를 부여한다.

3. 각 free variable들을 해당 매개변수로 나타낸다.

4. 매개변수에 대해 정리해 general solution을 얻는다.

결과로 도출된 general solution에서 매개변수가 곱해져 있지 않은 vector는 particular solution이고,
매개변수가 곱해져 있는 vector는 special solution이다.


x1
x2
x3
x4
x5

 =


−2t1 + 2t2 + 3

t1 − t2 + 1
t1

2t2 + 2
t2

 =


3
1
0
2
0

+ t1


−2
1
1
0
0

+ t2


2
−1
0
2
1


즉, general solution을 구하는 과정은 homogeneous(동차) equation Ax=0의 해를 찾고, nonhomogeneous(비동차)
equation Ax=b의 특정 해 하나를 더하는 것과 같다.

4.2.3. Minus 1 Trick

Minus 1 Trick은 matrix A에 대한 RREF R에 한 원소만 -1인 row를 끼워 넣어 general solution을 구하는
trick이다. 특히 Ax = 0의 해를 빠르게 구하기 편리하다.

이때 row echelon form이면 안되고, RREF여야 한다. 하나의 free variable에 1, 나머지 free variable에 0을
넣어 각 경우에 대한 pivot variable의 값을 구하는 계산을 해 보면 당연하게 성립하는 것을 알 수 있다.
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5. Linear Transformation
5.1. Linear Transformation
5.1.1. Linear Transformation

1. Linear Transformation
Linear Transformation(선형변환)은다음과같은조건 2가지를만족시키는함수이다.즉, vector합과 scalar
곱(선형성)을 보존하는 함수이다. Linear Mapping 또는 Vector Space Homomorphism이라고도 한다.

1. T (v + w) = T (v) + T (W )

2. T (cv) = cT (v)

linear transformation은 두 가지 관점에서 생각해볼 수 있다. 하나는 space(좌표계. 정의역, 치역)를 고려하지
않고, Ax와같이단순히값을보내는것이다.또다른하나는 space를고려해서,해당 space의 basis를가져와서
표현하는 것이다. 두 번째 관점에 의해서는 어떤 linear transformation이 어떤 함수인지를 알려면 정의역의
basis를 보내보면 된다.

기하적 관점에서 linear transformation은 vector를 다른 basis에 대한 좌표계로 변환(또는 확장)한다고도 이해
할 수 있는데, 이런 관점에서 보면 linear transformation과 뒤쪽에서 설명할 내용들을 더 잘 이해할 수 있다.
링크를 참고하자.

2. Linear Transformation의 Image와 Null Space
linear transformation의 image와 null spcae는 matrix에서와 동일하게, f : V → W에 대해 image는 {w ∈
W | ∃v : f(v) = w} null space는 {v ∈ V : f(v) = 0}로 정의된다. 이때 V를 domain, W를 codomain이라고
한다.

또한 다음과 같은 성질이 성립한다.

• null space는 공집합일 수 없다.

• image는 W의 subspace, null space는 V의 subspace이다.

• null space가 {0}인 것과, f가 injective인 것은 필요충분이다.

finite vector space V, W와 linear transformation f : V → W를 생각하자. dim(V ) = dim (W )이고
nullity가 0이면 f는 bijective이다.

예를 들어, projection matrix를 곱하는 것은 linear transformation이다.
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5.1.2. Speicial Mapping

1. Special Mapping
임의의 집합 V, W에 대해 mapping Φ : V →W를 생각하자. 다음과 같이 정의한다.

• Injective(단사). ∀x, y ∈ V, Φ(x) = Φ(y)→ x = y

• Surjective(전사). Φ(V ) = W

• Bijective(전단사). injective and surjective.

이 정의를 사용해 다음과 같이 linear mapping의 speical case들을 정의할 수 있다.

• Isomorphism(동형사상). Φ : V →W , linear and bijective.

Φ가 isomorphism이면 Φ−1도 isomorphism이다.

• Endomorphism. Φ : V → V , linear.

• Automorphism. Φ : V → V , linear and bijective.

• V에 대한 Identity Mapping 또는 Identity Automorphism(idV ). Φ : V → V , x→ x

2. Isomorphic
finite vector space V, W에 대해 dim(V ) = dim(W )이면 V와 W는 Isomorphic(동형)하다고 한다. 이는 두
vector space 간에 isomorphism이 존재해 서로 손실없이 변환될 수 있음을 의미한다.

isomorphic에 의해 임의의 두 vector space V,W에 대한 mapping을 Rn, Rm에 대한 것으로 취급할 수 있도록

한다.

bijective이면 해당 mapping에 대한 역도 성립한다.

iso는 same, endo는 in, auto는 self를 의미하는 접두어이다.

5.1.3. Ordered Basis

basis의 순서를 정렬해 n-tuple로 나타낸 것을 Ordered Basis(순서기저)라고 한다.

vector space의 임의의 vector v는 ordered basis B = (b1, · · · , bn)에 대해 x = α1b1+, · · · , +αnbn으로 나타

낼 수 있다. 이때의 α1, · · · , αn은 B에 대한 v의 Coordinate라고 하고, 다음을 B에 대한 v의 Coordinate
Vector 또는 Coordinate Representation이라고 한다.

α =

α1
...

αn

 ∈ Rn

5.1.4. Matrix Representations of Linear Mappings

vector space V, W와 그에 대응되는 ordered basis B = (b1, · · · , bn), C = (c1, · · · , cm)를 생각하자. linear
mapping Φ : V → W에 대한 유일한 matrix representation은 다음과 같이 정의된다. 이때 j ∈ {1, · · · , n}
이다.

Φ(bj) = α1jc1 + · · ·+ αmjcm =
m∑

i=1
αijci

αij를 원소로 하는 matrix A를 Φ의 Transformation Matrix라 하고, A = [Φ]CB와 같이 표기한다. 즉, basis
의 각 원소를 보냈을 때의 coordinate를 column으로 가지는 matrix이다. 모든 linear mapping은 ordered basis
로 정의되는 유일한 transformation matrix를 가진다.

이런 정의 자체는 증명할 게 없이 당연하다. 임의의 vector를 vector space W에 보내면 W의 basis로 표현할 수
있다. 중요한 지점은 어떤 linear mapping에 대해 동일한 두 basis를 사용한 경우에 이런 matrix representation이
유일한지이다.
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참고로,영변환 T (x) = 0의 matrix representation은 zero matrix이고,항등변환 T (x) = x의 matrix representation
은 identity matrix이다.

5.1.5. Basis Change

1. Change of Coordinate Matrix
Change of Coordinate Matrix(좌표변환행렬) Q는, finite vector space V의 basis β, β′에 대해서 다음과

같이 정의된다. 이때 IV는 V에서의 항등변환이고, Q는 β′의 각 원소의, β에 대한 coordinate를 column으로
한다. 이를 활용해 동일한 vector를 다른 basis로 표현했을 때의 coordinate를 찾을 수 있다.

Q = [IV ]ββ′ , [v]β = Q[v]β′

또한 IV는 invertible이므로 Q도 invertible이고, Q−1는반대방향으로의 coordinate change를수행하는matrix
이다.

이때 β이 standard basis인 경우 Q는 단순히 새로운 basis로 column을 채워 얻을 수 있다.

2. Basis Change of Transformation Matrix
transformation matrix에대한 Basis Change는다음과같이 change of coordination matrix를곱하는것으로
정의된다.

[T ]β′ = [IV ]β
′

β [T ]ββ [IV ]ββ′ = Q−1[T ]βQ

[T ]βα = ([IW ]β
′

β )−1[T ]β
′

α′ [IV ]α
′

α = [IW ]ββ′ [T ]β
′

α′ [IV ]α
′

α

A = T −1ÃS

linear transformation의 관점에서 보면 다음과 같이 linear transformation의 합성으로도 이해할 수 있다.

β와 β′의 순서를 잘 맞춰주는 것으로 암기할 수 있다.

3. Equivalent & Similar
두 matrix A와 Ã에대해 A = T −1ÃS를만족시키는 T와 S가존재하면두 matrix는 Equivalent(동치)하다고
하고, A = S−1ÃS를 만족시키는 S가 존재하면 두 matrix는 Similar(닮음)하다고 한다. similar는 동일한
linear transform을 서로 다른 basis로 바라본 것을 의미한다.

당연하게도 equivalent하다고 모두 similar한 것은 아니지만, similar하면 equivalent하다.

similar한 matrix들은 eigen value의 개수와 값이 서로 같고, 이에 따라 trace와 determinant가 모두
같다. 또한 동일한 linear transform을 나타내므로 rank와 nullity도 같다. 이때 eigen vector는 다를 수
있다. 만약 B = M−1AM이라면, Aλ = λv, Bv = M−1AMv = λv, AMv = λMv이다. 즉, A의 eigen value
는 λ으로 동일하고 eigen vector는 Mv이다.

diagonalizable한 matrix A에 대해 S−1AS = Λ이므로 A와 Λ는 similar하고, eigen value가 같다. 하지만 eigen
value가 같다고 반드시 similar한 것은 아니다. eigen value가 같아도 대수적 중복도와 기하적 중복도가 일치
하지 않는 matrix는 eigen decomposition이 불가능하다. 당연하게도 모든 eigen value의 대수적 중복도가 1인
경우에는 항상 similar하다.
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5.1.6. Matrix Multiplication as Composition

transformation matrix에 대한 matrix multiplication과, linear transformation의 composition(합성)은 서로
대응된다. f : V → W , g : W → X인 두 linear transformation을 생각하면, f ◦ g : V → X 또한 linear
transformation이고 다음 수식이 성립한다.

Af◦g = Af Ag

5.2. Pseudo Inverse Matrix
교재에서 다루진 않지만 함께 정리했다.

5.2.1. Left/Right Inverse Matrix

어떤 marix에 대해 왼쪽에 곱해져서 identity matrix를 만들면 Left Inverse, 오른쪽에 곱해져서 identitiy
matrix를 만들면 Right Inverse이다.

• left inverse는 matrix가 full column rank일 때 구할 수 있다. (AT A)−1AT A = I이므로 (AT A)−1AT가

left inverse이다. 이때 AT A의 inverse matrix를 사용하므로 full column rank여야 성립한다.

left Inverse는 A의 column space에 있는 vector에 대해서는 A의 row space의 대응되는 값으로 그대로
되돌려주고, left null space에 있는 vector는 0으로 보낸다(left null space의 vector x에 대해서 그 정의에
의해 AT x = 0인 것을 생각하면 당연하다.).

left inverse matrix를 오른쪽에 곱한 A(AT A)−1AT는 A의 column space로의 projection matrix이다.
이는 left inverse matrix가 Rm에 존재하는 임의의 vector를 A의 row space로 보내고(A의 column space
에 존재하지 않는 부분은 영벡터로 가므로 없어진다.), 보낸 vector를 A로 다시 보내는 것과 같다.

least square 문제를 풀 때 곱하던 matrix가 A에 대한 left inverse matrix이다. left inverse matrix가 A
의 Rm에 존재하는 임의의 vector를 column space로 보내는 것을 생각하면 이해할 수 있다.

• right inverse는matrix가 full row rank일때구할수있다(r=m<n). AAT (AAT )−1 = I이므로, AT (AAT )−1

가 right inverse이다.이때마찬가지로 AAT의 inverse matrix를사용하므로 full row rank여야성립한다.

right inverse는 Rm의 vector를 Rn의 row space로 보내되, 해당 vector를 A에 넣었을 때 원래의 vector
로 돌아오도록 하는 matrix이다. 이때 right inverse는 full row rank일 때 존재하므로, left null space는
존재하지 않는다.

right inverse matrix를왼쪽에곱한 AT (AAT )−1A는 A의 row space로의 projection matrix이다. column
space로의 projection matrix에서 transpose 여부만 바뀐 것이므로 당연하다.

x ̸= y이고, x와 y가 row space의 vector이면 Ax ̸= Ay이다. 즉, row space에서 보내는 매핑은 항상 일대일
대응이고, 이에 따라 m × n matrix에 대해서도 inverse matrix와 유사한 left/right inverse matrix가 정의될
수 있다. 이는 귀류법으로 간단히 보일 수 있다. 만약 Ax = Ay라면 A(x − y) = 0인데, x − y는 null space의
원소이다. 근데 row space와 null space의 교집합은 {0}이므로 모순이다.

left/right inverse matrix는 four fundamental spaces에 대한 diagram을 그려서 생각하면 이해가 쉽다.

5.2.2. Pseudo Inverse

1. Pseudo Inverse
Pseudo Inverse또는Moore-Penrose Inverse는임의의m×n matrix에대해 inverse matrix와가장유사하게
동작하는 matrix로, inverse, left/right inverse를 아우르는 가장 일반화된 개념이다.

pseudo inverse A+는 다음과 같이 SVD와 유사하게 정의된다. 이때 Σ+는 SVD의 Σ에서 singular value 중 0
이 아닌 것들은 역수를 취하고, 0인 것들은 그대로 둔 뒤, transpose한 matrix이다. 즉, SVD에서와 같이 A+는
rank r까지는 A+u = 1

σ v로 보내고, r+1부터는 영벡터로 보낸다.

A+ = V Σ+UT
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임의의 matrix는 row space의 vector를 column space의 vector로 일대일 매핑한다. 즉, non-invertible이어도
해당 부분으로 한정하면 일대일대응이다. pseudo inverse는 이런 매핑에서 vector를 반대로 보낸다. column
space의 vector를 row space의 vector로 일대일 매핑하고, left null space에 해당하는 부분은 0으로 보내는
것으로 이해할 수 있다.

full rank인 square matrix인 경우 A+ = A−1이고, full column rank인 matrix에 대해서 A+는 left inverse,
full row rank인 matrix에 대해서 A+는 right inverse이다. 물론 full rank가 아닌 경우에도 pseudo inverse는
존재하므로, pseudo inverse는 inverse, left/right inverse의 상위 개념이다.

2. Projection Matrix인가?
A+A는 row space로의 projection matrix이다. 이 경우 vector에서 row space에 해당하는 부분은 유지되고,
null space에 해당하는 부분은 제거되므로 당연하다. A가 full column rank인 경우 null space가 영공간이므로
A+A = I가 되고, A+는 left inverse이다.

AA+는 column space로의 projection matrix이다. 이 경우 vector에서 column space에 해당하는 부분은 유
지되고, left null space에 해당하는 부분은 제거되므로 당연하다. A가 full row rank인 경우 left null space가
영공간이므로 AA+ = I가 되고, A+는 right inverse이다.

6. Affine Space
6.1. Affine Space
6.1.1. Affine Space

1. Affine Space
vector space V와 그 vector x0 ∈ V , U ⊆ V에 대해 생각하자. 다음 수식을 만족하는 V에 대한 subset L을
subset Affine Space 또는 Linear Manifold라고 한다. 여기에서 V의 linear subspace인 U는 Direction 또는
Direction space라고 하고, x0는 Support Point라고 한다. affine space는 영벡터를 포함하지 않으므로
vector space가 아니고, 각 원소를 vector가 아니라 Point(점)라고 한다. vector space는 affine space의 speical
case인 것으로 이해할 수 있다.

L = x0 + U = {x0 + u : u ∈ U}

vector space V에 대해 affine space L = x0 + U , L̃ = x̃0 + Ũ가 존재한다고 할 때, U ⊆ Ũ이고 x0 − x̃0 ∈ Ũ
이면 L ⊆ L̃이다.

예를 들어, R3의 affine space로는 point, line, plane(평면)이 있다.

2. Parametric Equation
affine space에서 Parameter는 affine space 내의 특정 점의 위치를 정확하게 지정하기 위해 사용되는 scalar
값으로, affine space는 주로 parameter를 사용해 표현한다. vector space V에 대한 affine space L = x0 + U가
있을 때, V의 subspace U의 ordered basis가 (b1, · · · , bk)이라 하면 affine space L의 임의의 원소 x는 다음과
같이 표현할 수 있다.
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x = x0 + λ1b1 + · · ·+ λkbk, λ1, · · · , λk ∈ R

이런 표현식을 L에 대한 Parametric Equation 이라고 하고, b1, · · · , bk를 Directional Vector라고 한다.

뒤에서 다루겠지만, Rn에 대해 n-1 차원 affine space는 Hyperplane이라고 한다. hyperplane은 support vector
x0와, n-1개의 원소를 포함하는 U의 basis로 구성된다.

Ax=b의 해는 공집합이거나, Rn에 대한 n − rank 차원의 affine space인 것으로 이해할 수 있다. 또한 Rn에 대한

임의의 affine space는 어떤 nonhomogeneous equation Ax=b의 해이다. 또한 homogeneous equation Ax=0 또한
support vector가 0인 affine space라고 할 수 있다.

6.1.2. Affine Transformation

vector space V, W와 그 linear mapping f : V → W , a ∈ W를 생각하자. Affine Mapping ϕ : V → W는
다음과 같이 정의된다. 이때 a를 Translation(평행이동) Vector라고 한다.

ϕ(x) = a + f(x)

임의의 affine mapping ϕ는 유일한 translation τ : W →W와 유일한 linear mapping f : V →W의 합성이다.
즉, ϕ = τ ◦ f이다. linear mapping이후 평행이동 한 것이므로 당연하다.

affine mapping과 affine mapping의 합성도 affine mapping이다.

affine mapping은 기하학적 구조를 유지하며, dimension과 parallelism을 보존한다.

linear mapping은 평행이동을 허용하지 않고, affine mapping은 linear mapping에 평행이동을 결합해 평행이동을
허용하도록 일반화된 mapping이다.

7. Analytic Geometry
Analytic Geometry(해석기하학)는 좌표계를 사용하여 기하학적 도형(ex. 선, 원, 곡선 등)을 대수적 방정식으
로 표현하고 연구하는 학문이다. 본 장에서는 linear algebra의 개념들에 대한 기하학적 해석과 직관적인 이해를
살펴본다.

7.1. Norm
7.1.1. Norm

1. Norm
Norm(노름)은 vector의 크기이자, vector를 기하학적으로 생각했을 때 원점부터 화살표 끝까지의 거리이다.
이때 || · || : V → R는 vector x를 그 길이 ||x||로 보내는 mapping이다.

vector x, y ∈ V , scalar λ에 대해 생각했을 때 다음이 성립한다.

• Absolutely homogeneous: ||λx|| = |λ|||x||

• Triangle inequality: ||x + y|| ≤ ||x||+ ||y||

• Positive definite: ||x|| ≥ 0이고, ||x|| = 0인 것과 x = 0인 것은 필요충분이다.

어떤 vector v를 그 norm ||v||으로 나눠 크기를 1로 만드는 것을 Normalization이라고 한다.

2. 다양한 Norm
다음과 같이 다양한 norm이 존재한다. 본 요약본에서는 euclidian norm을 기본으로 한다.

• Euclidian norm(L2 norm)은 다음과 같이 정의된다.
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||x||2 =

√√√√ n∑
i=1

x2
i =
√

xT x

• Manhattan norm(L1 norm)은 다음과 같이 정의된다.

||x||1 =
n∑

i=1
|xi|

7.2. Inner Product
inner product는 norm, distance, angle 등의 정의에 사용된다.

7.2.1. Inner Product

1. Bilinear Mapping
Bilinear mapping은 두 인자에 대해 linaer한 mapping으로, x, y, z ∈ V와 scalar a, b ∈ R에 대해 다음을
만족시키는 mapping을 말한다.

f(ax + y, z) = af(x, z) + bf(y, z)f(x, ay + bz) = af(x, y) + bf(x, z)

2. Symmetric and Positive Definite
vector space V에 대해 그 vector 2개를 받아 하나의 scalar로 보내는 mapping Ω : V × V → R를 생각하자.
symmetric과 positive definite은 다음과 같이 정의된다.

• vector x, y ∈ V에 대해 Ω(x, y) = Ω(y, x)가 성립하면 Ω는 Symmetric이다. 즉, 인자의 순서가 상관이
없는 mapping이다.

• 다음 수식이 성립하면 Ω는 Postitive Definite이다. 즉, 0을 제외한 모든 경우에 대해 0보다 큰 값을
도출하는 mapping이다.

∀x ∈ V \{0} : Ω(x, x) > 0, Ω(0, 0) = 0

3. Inner Product
positive definite이면서 symmetric bilinear mapping인 Ω : V × V → R를 Inner Product라고 하고, ⟨x, y⟩
로 표기한다.

vector space에 inner product가 추가된 vector space (V, ⟨·, ·⟩)를 Inner Product Space 또는 Vector Space
with Inner Product라고 한다. 이때 inner product로 dot product를 사용한다면 Euclidean Vector Space라고
한다.

가장 널리 쓰이는 inner product는 Dot Product로, 다음 수식과 같이 정의된다.

⟨x, y⟩ = xT y =
n∑

i=1
xiyi

inner product의 결과는 scalar이므로, transpose해도 그 결과가 같다. 예를 들어, 두 vector x, y ∈ Rn에 대해

xT y = yT x가 성립한다.
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7.2.2. Positive Definite Matrix

1. Positive Definite Matrix
Positive Definite Matrix(양의 정부호 행렬)는 x ̸= 0인 임의의 vector x에 대해서 xT Ax > 0이 성립하는
symmetric matrix이다.

positive definite matrix에대해서는다음과같은성질이성립한다.또한어떤matrix가 positive definite matrix
인지는 이 세 가지 중 하나가 성립하는 것을 보이면 되고, 이때 하나가 성립하면 나머지도 성립한다. 즉, 이 세
가지 중 하나만 성립해서 x ̸= 0인 x에 대해서 xT Ax > 0아다.

• 모든 eigen value가 양수이다.

A에 대한 Av = λv인 eigen vector v를 생각하자. vT Av = λvT v > 0 이어야 하는데, eigen vector는
영벡터가 아니므로 λ > 0이 성립한다. 당연하게 그 역도 성립한다.

determinant는 모든 eigen value를 곱해서 구할 수 있으므로 positive definite의 determinant 또한 양수
이고, 항상 invertible하다.

• 모든 pivot이 양수이다.

symmetric matrix에서는 eigen value의 부호 개수와 pivot의 부호 개수가 같으므로 당연하다.

• 해당 matrix의 왼쪽 위 끝의 원소를 포함하는 sub-matrix의 determinant가 모두 양수이다.

한 row의 scalar배를 다른 row에 곱하는 연산은 determinant를 보존하므로, 이런 sub-matrix의 deter-
minant를 작은 쪽부터 순차적으로 구해 보면 pivot의 부호에 따라 부호가 정해지는 것을 알 수 있다.

등호가 붙으면(어떤 eigen value가 0) 각각 Positive Semi-definite Matrix(양의 준정부호 행렬)이라고 한다.
또한 xT Ax < 0이 성립(모든 eigen value가 음수)하는 matrix는 Negative Definite Matrix(음의 정부호 행렬)
이라고 하고, 등호가 붙으면 Negeative Semi-definite Matrix(음의 준정부호 행렬)라고 한다. 또한 eigen value
에 양수와 음수가 섞여 있는 상태는 Indefinite Matrix(부정부호 행렬)라고 한다.

positive definite matrix A에 대해 다음 성질이 성립한다.

• A에 대해 영벡터를 제외하고 xT Ax > 0이 성립하므로 A의 nullity는 0이다.

• standard basis e = {e1, · · · , en}을 생각했을 때 eT
i Aei > 0이 항상 성립하므로, A의 대각성분은 모두

양수이다.

2. Inner Product와 Positive Definite
finite vector space에서 inner product와 positive definite은 동치이다.

finite vector space V의 ordered basis B = {b1, · · · , bn}을 생각하자. B에 대한 임의의 vector x, y ∈ V
의 coordinate를 각각 x̂, ŷ라 하면, x와 y를 basis에 대한 linear combination으로 나타내면 inner product는
bilinearity에 의해 다음과 같이 정리된다. 이때 Aij = ⟨bi, bj⟩이다.

이때 inner product는 positive defintie이고 symmetric이므로, A도 symmetric이면서 다음이 성립한다. 즉,
이때의 A는 positive definite이다.

∀x ∈ V \{0} : xT Ax > 0

또한 symmetric matrix A가 positive definite이면대응되는 ordered basis B에대해 inner product가정의된다.
즉, B에 대해 A가 존재하면 inner product가 정의된다.

3. Positive Definite의 의미
positive definite의 정의를 나타내 보면 다음과 같이 x1, · · · , xn에 대한 이차방정식이 0보다 크다는 것을 의미
한다.즉,최솟값이존재하는경우이다.또한이때변수 x1, · · · , xn 각각에대한완전제곱식형태로수식을묶어

정리하면, x2
1, · · · , x2

n의 계수가 pivot과 같다(2× 2 matrix에 대해 계산해볼 수도 있고, LDLT decomposition
을 사용해 증명할 수 있다고 한다.).
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xT Ax =
[
x1 x2 · · · xn

]


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

· · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn

 = a11x2
1 + a22x2

2 + · · ·+ annx2
n + · · · > 0

이를 2 × 2 matrix A에 대해 그래프를 그려보면, positive definite(밥그릇 모양), negative definite(뒤집힌 밥
그릇 모양), positive semi-definite(골짜기 모양), indefinite(안장 모양) 각각에 대해 xT Ax의 그래프는 다음과
같다. λ의 부호에 따라 그래프가 달라지는 것을 이해할 수 있다.

positive semi-definite의 경우 어떤 eigen value가 0이어서 해당 방향의 경우 이동해도 값이 변하지 않게 되고,
골짜기모양의그래프가그려진다. indefinite의경우양수인 eigen value와음수인 eigen value가둘다존재해서
양의 무한대와 음의 무한대로 발산하는 상태가 공존하고, 안장 모양의 그래프가 그려진다.

또한 각 column이 eigen vector인 matrix Q에 대해서 x=Qu라고 하면, xT Ax = uT QT QΛQT Qu = uT Λu =
λ1u2

1 + λ2u2
2과 같이 각 vector 별로 하나의 항으로 정리할 수 있다. 위에서 내려다보는 것을 생각했을 때,

λ1u2
1 +λ2u2

2 = 1인 경우 λ의 부호가 둘 다 양수이면 타원이 되고, λ의 부호 중 하나가 음수이면 쌍곡선이 된다.

positive definite matrix는 입력 vector와 보낸 vector의 inner product가 양수이므로 vector의 방향이 반대로
꺾이지 않도록 보내는 matrix로도 이해할 수 있다.

symmetrix matrix는 diagonalizable하고, pivot의 부호 개수와 eigen value의 부호 개수가 같다. 또한 symetric
matrix에서 determinant는 pivot의 곱이므로, determinant의 부호에 따라 positive definite인지가 바뀐다.
positive definite인 경우 determinant가 양수인데, 성분 값을 바꾸었을 때 determinant가 0이 되는 지점에서
positive semi-definite이 되고, 0에서 음수로 넘어가면 negative definite이거나 indefinite이 된다.

예를 들어, 2× 2 matrix가 positive definite인지 보이려면, symmetric인지 확인하고 x = (x1, x2)T를 사용해 항상

양수임을 확인할 수 있다.
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7.2.3. Positive Definite 관련 성질

positive definite는 다음과 같은 성질들을 가진다.

• n× n matrix A가 positive definite이면 A−1도 positive definite이다.

inverse matrix는 eigen value가 역수이므로 당연하다.

• n× n matrix A, B가 positive definite이면 A + B도 positive definite이다.

• m × n matrix A에 대해 n × n matrix AT A는 symmetric이면서 positive semi-definite이다. 이때 A가
full column rank인경우 Ax = 0을만족시키는 x ̸= 0인 x가존재하지않으므로 positive definite이된다.

AT A가 symmetric인 것은 자명하고, xT AT Ax = (Ax)T Ax ≥ 0 이므로 항상 positive semi-definite이다.

7.2.4. Norm과 inner product

모든 inner product는 norm을 유도하지만, 모든 norm이 inner product로 유도되는 것은 아니다. 예를 들어,
manhattan norm은 inner product로 유도되지 않는다.

||x|| =
√
⟨x, x⟩

inner product로 유도되는 norm에 대해서는 다음과 같은 Cauchy-Schwarz Inequality(코시-슈바르츠 부등식)
이 성립한다.

|⟨x, y⟩| ≤ ||x|| ||y||

7.2.5. Inner Product of Functions

function사이의 inner product는다음과같이 definite integral(정적분)로정의된다.이에따라 function에대한
norm과 orthogonality를 계산할 수 있다.

⟨u, v⟩ =
∫ b

a

u(x)v(x)dx, a, b <∞

function에 대한 integral 값은 발산할 수 있으므로 유한한 값을 가지는 vector의 inner product와 차이가 있
다. 또한 function에 대한 inner product의 정의를 명확하게 하려면 integral의 measures를 다뤄야 하는데,
여기에서는 다루지 않는다.

예를 들어, {1, cos x, cos 2x, · · · }는 −π부터 π까지로 적분해보면 해당 집합은 orthogonal한 것을 알 수 있다. 이
집합으로 function을 projection하는 것이 fourier series의 기본 아이디어이다.

7.3. Distance & Angle
7.3.1. Distance

innver product space의 vector x, y에대한Distance는다음과같이정의된다.물론 inner product로정의되지
않는 norm에 대해서는 해당 norm만으로 distance가 정의된다.

d(x, y) = ||x− y|| =
√
⟨x− y, x− y⟩

또한 inner product로 dot product를 사용하는 경우의 distance를 Euclidean Distance라고 한다.

distance는 norm(그리고 inner product)으로정의되므로 positive definite이면서 symmetric이다.또한 d(x, z) ≤
d(x, y) + d(y, z)으로, triangle inequality를 만족한다.

7.3.2. Angle
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두 vector 간의 Angle은 다음과 같이 정의된다. angle은 두 vector의 방향이 얼마나 유사한지를 나타낸다.

cos θ = ⟨x, y⟩
||x|| ||y||

추가로, cauchy-schwarz inequaltiy에의해서도 ||x|| ̸= 0, ||y|| ̸= 0인 vector x, y에대해서다음과같이정의되는
것을 알 수 있다.

−1 ≤ |⟨x, y⟩|
||x|| ||y||

≤ 1

7.4. Orthogonality
7.4.1. Orthogonality of Vector

두 vector x, y에 대해서 inner product ⟨x, y⟩ = 0이면 이 두 vector는 Orthogonal하다고 하고, x⊥y로
표기한다. 또한 orthogonal한 vector x, y에 대해 ||x|| = ||y|| = 1이면 Orthonormal하다고 한다.

이에 따라 영벡터는 모든 vector와 orthogonal하다.

영벡터가 아닌 두 vector가 orthogonal하면 linear independent이다.

orthogonality는 inner product에 의해 정의되므로, 어떤 inner product에서 두 vector가 orthogonal해도, 다른
inner product에 대해서는 그렇지 않을 수도 있다.

orthogonal하다는 것은 서로 수직하다는 의미이다. 피타고라스 정리를 예시로 생각해보자. 다음 그림과 같이 x와 y
가 수직이라면 ||x||2 + ||y||2 = ||x + y||2가 성립한다. x와 y 각각의 성분을 x1, · · · , xn, y1, · · · , yn이라고 했을 때,
||x||2 = x2

1 + · · ·+ x2
n = xT x이 성립한다. 이에 따라 피타고라스 정리는 다음 수식과 같이 정리된다.

xT x + yT y = (x + y)T (x + y) = xT x + xT y + yT x + yT y

정리하면 xT y + yT x = 0이 성립하는데, 계산해보면 이 두 항의 값은 x1y1 + · · ·+ xnyn으로 같은 것을 알 수 있다.
즉, 수직인 두 vector x, y에 대해서 xT y = 0이 성립한다.

7.4.2. Orthogonality of Vector Space

1. Orthogoanlity of Vector Space
두 vector space S, T에 대해 모든 v ∈ S가 w ∈ T에 대해 orthogonal하면 S와 T는 orthogonal하다고 한다.
이는 두 vector space의 basis끼리 orthogonal한지 비교하는 것으로 판단할 수 있다.

당연하게도 zero vector space는임의의 vector space와 orthogonal하다.또한 intersection(교집합)이존재하는
두 vector space는 orthogonal하지 않다.

dimension이 n인 inner product space V와 dimension이 k인 그 subspace U ⊆ V에 대해, U에 orthogonal한
Orthogonal Complement U⊥는 dimension이 n-k인 V의 subspace이다. 즉, orthogonal하면서 V의 나머지
부분을 차지하는(direct sum) vector space이다. 이에 따라 임의의 vector v ∈ V는 U와 U⊥의 basis로 표현될
수 있다. 예를 들어, 3차원에서 어떤 평면에 대한 orthogonal complement는 해당 평면에 수직인 직선이다.
참고로 이런 수직인 vector를 Normal Vector(법선 벡터)라고 한다.
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2. Row Space and Null Space
A의 row space는 A의 null space와 orthogonal하다. null space에속하는임의의 vector는 Ax=0을만족시키고,
이에 따라 A의 모든 row와의 inner product가 0이므로 당연하다.

이때 이 두 subspace는 Rn에 대해 Orthogonal Complement(직교여공간) 관계에 있다. 즉, row space와
null space는 서로가 자신의 모든 vector와 orthogonal한 모든 vector를 포함하는 subspace이다.

또한 row space의 dimension은 n-r이고 null space의 dimension은 r이므로 이 두 subspace는 Rn을 완전하

게 구성한다. 즉, 임의의 vector x ∈ Rn는 x = xrow + xnull과 같이 쪼갤 수 있다. 이를 A에 넣으면 Ax =
A(xrow + xnull) = Axrow = b이다.

이때 임의의 vector b ∈ C(A)는 오직 하나의 row space 상 vector와 대응된다. 이에 대한 증명은 간단하다.
어떤 두 vector x1, x2 ∈ C(AT )에 대해 Ax1 = Ax2 = b가 성립한다고 가정하면 A(x1 − x2) = 0이므로
x1 − x2 ∈ N(A)인데, x1 − x2는 그 자체로 linear combintion이므로 x1 − x2 ∈ C(AT )이다. 즉, row space와
null space의 intersection으로는 영벡터만 있으므로 모순이다.

3. Column Space and Left Null Space
A의 column space는 A의 left null space와 orthogonal하다.

column space의 임의의 vector x1에 대해서는 Ay = x1이 성립하고, left null space의 임의의 vector x2에
대해서는 xT

2 A = 0이 성립한다. xT
2 A = 0의 양변에 y를 곱하면 xT

2 Ay = xT
2 x1 = 0이다.

7.4.3. Orthogonal Matrix

1. Orthogonal Matrix
Orthogonal Matrix는 orthonormal vector들로 column을 구성한 matrix이다. 즉, orthogonal matrix Q
의 각 column을 q1, · · · , qn이라고 하면 다음 수식이 성립한다. 이때의 vector들이 orthonormal이기는 하지만
관습적으로 orthogonal matrix라고 부른다고 한다.

qiqj =
{

0 if i ̸= j

1 if i = j

다시 말해, square matrix Q에 대해 다음이 성립하면 orthogonal matrix라고 한다.

QQT = QT Q = I

2. Orthogonal Matrix의 성질
orthogonal matrix에 대해 다음 성질들이 성립한다.

• m× n matrix Q에 대해 n× n matrix인 QT Q는 identity matrix이다. 곱해보면 당연하다.

• Q가 square matrix이면, QT = Q−1이다. QT Q = I가 성립하므로 당연하다.
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• orthogonal matrix를 사용한 transformation은 norm과 angle을 보존한다.

orthogonal matrix Q를 생각하면, (Qx)T (Qx) = xT QT Qx = xT x이므로 Q는 norm을 보존하고,
(Qx)T (Qy) = xT QT Qy = xT y이므로 Q는 각도(inner product)를 보존한다. orthogonal matrix는 ro-
tation matrix 또는 reflection matrix이다.

• Q의 column space로 projection하는 projection matrix P는 QQT이다. 정리해보면 당연하다. 또한 만약
Q가 square matrix이면 P = I이다.

Q가 n×n square matrix이면서 orthogonal matrix이면 Rn에서 Rn으로보내는matrix이므로, projection
해도 이미 동일한 공간 안에 있고, 이에 따라 projection matrix가 I인 것으로도 이해할 수 있다.

AT A = AAT를 만족시키는 matrix는 Normal Matrix라고 한다. orthogonal matrix는 normal matrix이다.

orthogonal matrix가 구체적으로 왜 좋을까? 한 예시로, orthogonal matrix의 성질에 따라 뒤에서 설명할 least
square problem을 더 쉽게 풀 수 있다. least square problem을 projection으로 풀 때 Ax=b를 AT Ax̂ = AT b로
변형하는데, A가 orthogonal matrix라면 AT Ax̂ = x̂ = AT b이다. 즉, 우변을 계산하기만 하면 된다.

7.4.4. Orthonormal Basis

vector space V의 basis B = {b1, · · · , bn}에 대해 다음 수식이 성립할 때, 이를 Orthonormal Basis(ONB)
라고 한다. 즉, 모든 원소의 norm이 1이고 서로 orthogonal한 basis를 말한다.

⟨bi, bi⟩ = 1, ⟨bi, bj⟩ = 0 (i ̸= j)

norm이 1이 아니고 orthogonal하기만 하면 Orthogonal Basis라고 한다.

7.5. Projection
ML에서는 어떤 feature에 대해 분석할 때 더 낮은 차원의 feature space로 보내 그 복잡도를 낮춘다. projection을
적용해 낮은 feature의 차원을 낮출 때 loss를 최소로 할 수 있다.

7.5.1. Projection

vector space V와 그 subspace U ⊆ V에 대해, linear mapping f : V → U가 f2 = f를 만족시킬 때 linear
mapping f를 Projection이라고 한다.

또한이런 linear mapping에대한 transformation matrix P는 P 2 = P가성립하고,이를 Projection Matrix
라고 한다.

7.5.2. AT A 활용하기

m× n A에 대해 실제로 Ax=b를 푸는 상황을 공학적으로 생각해 보면, column은 고정되고 여러 개의 입력값
들이 각 row에 들어오게 된다. 즉, m > n인 A에 대해 계산해야 하고, 항상 해가 존재하지는 않는다. 이런 경우
Ax = b를 AT Ax = AT b로 변형해 문제를 푸는 것이 유리하다. 뒤에서 설명할 것처럼, 이는 A의 column space
에 b를 projection하고, 이에 따라 해가 존재하지 않는 원래 문제에 대해 가장 좋은 근사해를 구할 수 있다.

또한 AT A는 다음과 같은 성질을 가진다. 특히 세 번째 성질이 중요하다.

• AT A는 square matrix이다.

• AT A는 symmetric matrix이다.

• AT A와 A의 null space는 같다. 이에 따라 A가 full column rank를 가진다면 nullity가 0이고, AT A의
nullity도 0이 되어 invertible이다.

반대로 A가 full column rank를 가지지 않는다면 AT A는 non-invertible이다.

마지막 성질은 1. N(AT A)의 임의의 vector가 N(A)에 속하는가, 그리고 2. N(A)의 임의의 vector가 N(AT A)
에 속하는가를 보여 증명할 수 있다.
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1번은 양변의 왼쪽에 xT를 곱하고 정리하면 (Ax)T Ax = uT u = 0이고, inner product가 0이 되는 vector는
영벡터밖에 없으므로 Ax = 0이 성립하는 것으로 증명할 수 있다. 2번은 Ax = 0인 x를 AT A에 넣어 쉽게
증명할 수 있다.

7.5.3. Orthogonal Projection

Ax=b의 해가 없다면, b를 C(A)로 projection하여 Ax̂ = p를 구할 수 있다.

1. Projection onto One-dimension Subspaces (Lines)
vector b를 vector a가 span해 생성하는 subspace U로 Orthogonal Projection하는 것은 다음 그림과 같이
이해할 수 있다. b를 projection한 vector πU (b)(projection point)는 U에 있으면서 b와 가장 가까운(distance
가 최소인) vector이다. 즉, ⟨b− πU (b), a⟩ = 0이고, scalar x에 대해 πU (b) = xa이다.

이를 활용해 projection matrix를 정의할 수 있고, 이 projection matrix를 곱해 b를 a가 span하는 line으로
projection할수있다. bilinearity를활용해일반적인 inner product에대해정의할수도있지만, inner product
로 dot product를 활용하는 경우 더 간단히 정리된다.

⟨b−xa, a⟩ = ⟨a, b−xa⟩ = 0를 풀어서 정리하면 aT a는 상수이므로 x = aT b
aT a
이고, πU (b) = xa = ax = a aT b

aT a
=

aaT

aT a
b이다. 즉, a에 orthogonal projection을 하는 projection matrix는 다음과 같다.

P = aaT

aT a
, πU (b) = aaT

aT a
b

또한 πU (b) = xa를 정리해 보면 그 norm은 다음과 같다.

||πU (b)|| = | cos w| ||x||

projection matrix P에 대해 아래의 성질이 존재한다. 또한 수식적으로 봤을 때 b를 scalar배하면 p도 동일한
만큼 scalar배 되지만, a는 scalar배 해도 p는 변하지 않는다.

• rank(P ) = 1이다. aT a는 scalar이고 aaT는 n × n matrix가 되는데, 모든 column이 a의 linear combi-
nation으로 만들어지므로 당연하다.

• C(P )는 a의 span이다.이 또한 P의모든 column이 a의 linear combination으로만들어지므로 당연하다.

• P T = P이다.

• P 2 = P이다. 이는 수식적으로도 증명이 되고, projection을 했는데 또 하는 것은 변화가 없으므로 당
연하다. 또한 이에 따라 이미 projection된 vector는 P에 대한 eigen vector이고, 이때 eigen value는 1
이다.

어떤 matrix가 projection matrix인지는 P 2 = P , P T = P가 성립하는지로 보일 수 있다.
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2. Projection onto General Subspaces
임의의 subspace에 대한 projection을 생각해보자.

어떤 subspace U에 vector b를 projection한 vector(projection point)를 πU (b)라고 하면, πU (b)는 subspace의
basis {a1, · · · , an}로나타낼수있다.이 basis로 column을구성한 matrix A를생각하면 πU (b) = Ax로나타낼
수 있고, distance가 최소여야 하므로 ai에 대해 ⟨ai, b−Ax⟩ = 0이 성립한다. inner product로 dot product를
사용하는 경우 AT (b−Ax) = 0로 나타낼 수 있다.

이제 AT (b−Ax) = 0를 정리하면 AT Ax = AT b인데, 이를 Normal Equation이라고 한다(x를 구하는 경우 이
equation을풀어얻을수있다.).이때 A를 basis로구성했으므로 AT A는 invertible이다.즉, x = (AT A)−1AT b
로 정리할 수 있다. 참고로, (AT A)−1AT는 A에 대한 pseudo inverse이다.

이를 대입하면 πU (b) = Ax = A(AT A)−1AT b이므로 subspace로의 projection matrix P는 다음과 같이 정의
된다. 참고로 이때 P = A(AT A)−1AT의 괄호는 풀고 싶게 생겼지만, A가 invertible하다는 보장이 없으므로
(심지어 square matrix가 아닐 수도 있다.) 불가능하다.

P = A(AT A)−1AT

이때 basis가 ONB(orthonormal baiss)이면 BT B = I이므로 normal equation과 projection matrix는 다음과
같이 간단해진다. 즉, inverse matrix를 계산하지 않아도 된다.

x = AT b, P = AAT

3. Projection onto Affine Spaces
subspace U와 affine space L = x0 + U를 생각하자. vector x ∈ U에 대한 affine space로의 orthogonal
projection은, x− x0를 U에 projection하고, 이후 x0를 더해주는 것으로 쉽게 구할 수 있다.

πL(x) = x0 + πU (x− x0)

또한 다음과 같이 x와 affine space L 사이의 distance는 x− x0와 subspace U 사이의 distance와 같다.
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d(x, L) = ||x− (x0 + πU (x− x0))|| = d(x− x0, πU (x− x0))

U의 dimension이 1이면 AT A가 scalar이므로 line으로의 projection과 같이 분수로 쓸 수 있다.

당연하게도 b를 A에대해 projection할때, b ∈ C(A)이면그대로 b이다.또한 b가 A에직교하면영벡터가된다.단순
대입으로 쉽게 증명할 수 있다. b ∈ C(A)이면 Ac = b라고 하자. Pb = A(AT A)−1AT Ac = A(AT A)−1(AT A)c =
Ac = b이다. 또한 b가 A에 직교하면 A의 모든 basis와 직교하고, b ∈ N(AT )이므로 AT b = 0이다. 이것도 대입해
보면 Pb = A(AT A)−1AT b = 0이므로 영벡터인 것을 알 수 있다.

projection에서 e = b− p였다. 즉, b = p + e이다. fundamental space에서 보면 C(A)의 p와 N(AT )의 e가 더해져서
공간 외부의 b를 만드는 것을 알 수 있다. 즉, projection matrix P를 곱하면 외부의 b에서 p가 된다. 이때 b에 어떤
matrix Q를 곱해 e ∈ N(AT )로도 projection할 수 있다. 즉, e = Qb이다. 정리하면 b = Pb + Qb, Q = I − P
이다. 즉, Q는 identity matrix에서 P를 뺀 것이다. 추가로 이런 Q도 projection matrix이므로 앞에서 다룬 성질이
성립한다.

참고로 projection matrix의 eigen value는 0 또는 1이다. 해당 공간에 없는 vector들에 대해서는 0, 해당 공간에
있는 vector들에 대해서는 1이다.

aaT는 symmetric rank-1 matrix이다.

7.5.4. Gram Schmidt Process

Gram Schmidt Process(그람 슈미트 과정) 또는 Gram Schmidt Orthogonalization Method는 임의의
vector space V의 basis를 orthogonal basis로 변환하는 방법이다. 이 변환은 이렇게 얻은 orthogonal basis에
normalization을 적용해 ONB를 얻을 수 있다.

n-dimension vector space V의 basis {v1, · · · , vn}에 대한 gram schmidt process는 다음과 같이 projection을
활용해 orthogonality를 유지하며 vector를 하나씩 추가한다.

q1 = v1

qk = vk − πspan(q1,··· ,qk−1)(bk) (k = 2, · · · , n)

다시말해, matrix W = [v1, v2, v3, · · · ]을 orthogonal한 vector들을 column으로가지는matrix Q = [q1, q2, q3, · · · ]
로 변환하는 gram schmidt process는 다음과 같은 과정으로 수행된다.
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1. v1을 q1으로 한다.

2. i > 1일 때 qi는 q1, · · · , qi−1들과 모두 orthogonal인 vector이어야 하므로, projection에 의한 error를
반복해 구하는 것으로 얻을 수 있다. 즉, vi를 q1, · · · , qi−1 각각에 projection한 vector를 p1, · · · , pi−1라
하면 qi = vi − p1 − · · · − pi−1이다.

예를 들어, q3는 다음과 같이 구할 수 있다.

q3 = v3 −
q1qT

1
qT

1 q1
v3 −

q2qT
2

qT
2 q2

v3

이때 q1, · · · , qn은 v1, · · · , vn의 linear combination으로 표현되고, 이에 따라 W와 Q의 column space는 같다.
즉, gram schmidt process는 span을 보존한다.

혹은단순히 basis로 column을구성한 B̃를사용해구할수도있다. [B̃B̃T |B̃]에 gaussian elimination을적용하
여 왼쪽 matrix를 upper triangle matrix로 만들면 왼쪽 matrix의 row는 서로 orthogonal하다. 이후 normal-
ization하면 된다.

7.5.5. Least Square Problem

1. Least Square Problem
Least Sqaure Problem은 평면에서 여러 점들에 대해서 오차를 최소화하는 직선을 찾는 문제이다. projec-
tion을 활용해 이를 해결할 수 있다.

이런 최적의 직선을 f(x)라고 하자. 각 t에 대해 f(t) = ŷ = C + Dt라고 할 수 있고, 각 점의 y값과의 차이를
오차값 error로 정의할 수 있다.

f(t)를 Ax=b꼴로 나타내보자. 각 점을 대입하면 C + Dx1 = y1, · · · C + Dxn = yn과 같고, C와 D를 변수로
하는 이 연립일차방정식을 다음과 같이 Ax=b꼴로 나타낼 수 있다.

1 1
1 2
1 3

[C
D

]
=

1
2
2


물론이때 b ∈ C(A)이면해가존재하지만대체로해가없는경우가많고,그렇다면 err = b−Ax, Ax+err = b
에대해서만해가존재한다.즉, Ax = b로나타냈을때 Ax가 b에최대한가깝도록하는 x를찾는문제이다. b를
A의 column의 span으로생성되는 space에 orthogonal projectioin한 뒤해를 구하는것으로도 이해할수 있다.
이는 C와 D에 대한 수식을 작성한 뒤 편미분해서 error가 최소가 되도록 하는 C와 D 값을 찾거나, projection
을 통해 C와 D 값을 찾는 것으로 해결할 수 있다.

C와 D를 찾았으면 당연하게도 실제 예측값과 error를 구할 수 있다.

2. 편미분으로 풀기
각 점의 좌표를 (xi, yi)라고 했을 때 err의 각 성분은 ei = |f(xi)− yi|이다. 즉 L = e2

1 + · · ·+ e2
n을 최소로 하는

C와 D 값을 편미분해서 찾을 수 있다.

예를 들어, 위의 예시에서는 C + D + e1 = 1, C + 2D + e1 = 2, C + 3D + e1 = 2이고 L = (C + D − 1)2 +
(C + 2D− 2)2 + (C + 3D− 2)2으로 정리할 수 있다. 이에 대해 편미분해 ∂L

∂C , ∂L
∂D가 0이 되는 C와 D를 찾으면

그게 최적의 직선이다.

3. Projection으로 풀기
Ax=b를 AT Ax̂ = AT b로 변형하면 A의 column space로 b를 projection한 문제를 푸는 것으로 바꿀 수 있다.
앞에서 다룬 것처럼 A가 full column rank를 가지면 AT A는 invertible하고, 항상 해가 존재한다. 즉, 단순히
AT Ax̂ = AT b에 대해 해를 찾으면 C와 D를 알 수 있다.

7.6. Rotation
7.6.1. Rotation
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Rotation은 원래의 평면을 θ만큼 회전시키는 것을 말하며, 이때의 고정된 point를 Origin이라고 한다. 또
한 일반적으로 positive angle θ는 반시계 방향을 의미한다. orthognal matrix는 norm과 angle을 보존하고
(orthogonality/orthonormality도 보존), 모든 rotation matrix는 orthogonal matrix이다.

R2에서의 rotation은 다음과 같이 정의된다. standard basis에 대한 회전을 삼각법으로 계산해 보면 당연하다.

R3에서의 rotation은 다음과 같이 정의된다. R3에서의 rotation은 평면을 고정된 1차원 축에 대해 회전시킨다.
이때에도 positive angle은 반시계 방향인데, 축의 끝에서 원점을 바라봤을 때의 반시계 방향이다.

n-dimension euclidean vector space에서의 rotation은 n-2개의 dimension은 고정하고, n-dimension에서 2-
dimension 평면을 회전하는 것이다. 이때 1 ≤ i < j ≤ n에 대해서 i번째 dimension과 j번째 dimension으로
형성되는 평면에 대한 rotation matrix는 다음과 같다. 이때의 Rij(θ)를 Givens Rotation이라고 한다.

Rij(θ) :=


Ii−1 0 · · · 0 0

0 cos θ 0 − sin θ 0
0 0 Ij−i−1 0 0
0 sin θ 0 cos θ 0
0 0 · · · 0 In−j

 ∈ Rn×n

이때 Rij(θ)는 identity matrix와 유사한데, 다음과 같은 원소만 다르다.

rii = cos θ, rij = − sin θ, rji = sin θ, rjj = cos θ

참고로, 3차원 이상에서는 commutative(교환법칙)가 성립하지 않으므로, rotation을 적용하는 순서가 중요하
다.
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8. Determinant & Trace
본 장에서는 3가지 행렬의 측면 how to summarize matrices, how matrices can be decomposed, how these decom-
positions can be used for matrix approximations에 대해 살펴본다.

8.1. Determinant
8.1.1. Determinant

1. Determinant
n× n matrix A의 Determinant(행렬식)는 A를 real number로 mapping하는 함수이다. det(A) 또는 |A|로
표기하고, 다음과 같이 계산한다.

• A가 1× 1 matrix인 경우, det(A) = A11이다.

• A가 2× 2 matrix인 경우, det(A) = A11A22 −A12A21이다. (ad− bc)

• A가 n > 2인 n에 대해서 n×n matrix인 경우, determinant는 임의의 row 또는 column에 대한 cofactor
formula로 구할 수 있다.

모든 i에 대해서 row i에 대한 cofactor formula를 하면 determinant는 아래와 같다.

det(A) =
n∑

j=1
(−1)i+jAijdet(Mij)

또는 모든 j에 대해서 row j에 대한 cofactor formula를 하면 determinant는 아래와 같다.

determinant가 0인 n×n matrix는 singular/non-invertible matrix이고, rank가 n이다. determinant는 singu-
larity를 결정하므로 그 이름이 붙었다.

2. Cofactor
n× n matrix A를 생각하자. scalar (−1)i+jdet(Mij)는 A의 i행 j열 성분에 대한 Cofactor(여인수)라 한다.

cofactor를 cij = (−1)i+jdet(Mij)로표기했을때, determinant를다음과같이 cofactor들의 linear combination
으로 나타낼 수 있다. 이를 i번째 row에 대한 Cofactor Formula(Cofactor Expansion, 여인수 전개) 또는
Laplace expansion(라플라스 전개)라고 한다.

det(A) = Ai1ci1 + Ai2ci2 + · · ·+ Aincin

A의 i번째 row와 j번째 column을 지워서 얻은 (n − 1) × (n − 1) matrix를 A의 (i, j) Minor(소행렬)라고
하고, Mij로 표기한다.

determinant는 그 정의상 square matrix에 대해서만 구한다.

8.1.2. Determinant의 성질

determinant는 다음과 같은 성질을 가진다. 이때 1번부터 3번까지의 성질로 나머지 성질들을 유도할 수 있다.

1. identity matrix I에 대해 det I = 1이다.

2. matrix A의 두 row의 위치를 바꾼 matrix B에 대해서 det B = − det A가 성립한다.

즉, 짝수 번 만큼 row를 교환하면 부호가 그대로, 홀수 번 만큼 row를 교환하면 부호가 바뀐다.

3. a. matrix A의 한 row에 scalar c를 곱한 matrix B에 대해 det B = c det A가 성립한다.

이에 따라 A가 n× n matrix인 경우 scalar c에 대해 det cA = cn det A이다.

b. matrix A의 determinant는 한 row의 값에 따라 분할한 뒤 각각에 대한 determinant를 계산한 것과
같다. 즉, 다음이 성립한다.
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[
a′ + a b′ + b

c d

]
=
[
a b
c d

]
+
[
a′ b′

c d

]
4. matrix A가 동일한 row를 가지면, det A = 0이다.

row를 바꿔서 determinant의 부호가 바뀌어도 동일하므로 당연하다. 이때 동일한 row가 있다는 것은
full rank가 아니라는 것이고, 이에 따라 non-invertible이게 된다.

5. 어떤 row의 scalar배를 다른 row에 더하는 row elementary operation은 determinant를 보존한다(바꾸지
않는다.). 즉, elemination을 해도 determinant가 보존된다.

해당 operation이 적용된 matrix는 다음과 같이 3번 성질을 사용해 두 matrix로 나눌 수 있고, scalar배
한 것은 matrix 밖으로 뺄 수 있다. 이렇게 정리해 보면 두 row가 같으므로 determinant가 0이 된다.

[
a b

c− la d− lb

]
=
[
a b
c d

]
− l

[
a b
a b

]
=
[
a b
c d

]
이전에 배운 걸 생각해 봐도 만약 determinant가 보존되지 않았다면 elemination으로 invertible 여부
를 판단할 수 없었을 것이고, complete soluation을 구할 수 없었을 것이다. 또한 이 성질을 이용해서
operation을 적용해 보면 2× 2 matrix의 determinant가 왜 ad-bc로 계산되는지도 쉽게 증명할 수 있다.

elementary operation의 종류에 따른 특성을 고려해 elimination을 적절히 적용하여 triangle matrix로
변환하면 determinant를 쉽게 구할 수 있다.

6. A가 0으로 이루어진 row를 가지면 A의 determinant는 0이다.

full rank가 아니므로 당연하고, 해당 row에 scalar 0이 곱해져 있는 것으로 봐도 당연하다. 또한 cofactor
formula를 해 봐도 당연하다.

7. upper diagonal matrix의 determinant는대각성분의곱과같다.또한마찬가지로 lower diagonal matrix
의 determinant도 대각성분의 곱과 같다.

한 row의 scalar배를 다른 row에 더하는 row elementary operation을 적용해 diagonal matrix로 변형하
고, 3번 성질에 의해 각 row의 scalar를 앞으로 빼 보면 당연하다.

8. det A = 0인 것과 A가 singular인 것, 그리고 det A ̸= 0인 것과 A가 non-singular인 것은 필요충분이다.

9. det AB = det A · det B이다.

A가 invertible이면 elementary matrix의 곱으로 나타낼 수 있고, elementary matrix와의 곱에 대해서는
det EA = det E det A가 성립하는 게 자명하므로(operation 종류별로 증명 가능하다.) 증명할 수 있다.
A가 invertible이 아니면 AB도 invertible이 아니므로 성립한다.

이에 따라 A가 invertible인 경우 det A−1 = 1
det A이다. 또한 det An = (det A)n이다.

10. det A = det AT이다.즉,앞서다룬성질들은 row에대한것이었는데,이는 column에대해서도성립한다.

A에 대해 LU분해를 해서 보면, det UT det LT = det L det U임을 보이면 되므로 당연하다.

11. similar matrix끼리는 determinant가 같다. 즉, linear mapping에 대한 basis change에도 determinant는
바뀌지 않는다.

1번부터 3번까지의 증명은 다루지 않는다.

이런 determinant의 성질을 이용해 cofactor formula가 왜 성립하는지 직접 계산해 볼 수 있다. 예를 들어, 3 × 3
matrix A의 각 원소가 aij + 0이므로 3번 성질을 적용하면, 각 row에 하나의 원소를 제외하고는 모두 0인 matrix
들(총 27개)로 분리할 수 있다. 이때 한 column이 모두 0인 matrix은 determinant가 0이므로 row와 column에
하나의 원소만 존재하는 matrix들에 대한 determinant를 계산해 더하면 된다. 즉, 아래와 같은 matrix들에 대한
determinant를 더하면 된다.

a11 0 0
0 a22 0
0 0 a33

 ,

a11 0 0
0 0 a23
0 a32 0

 ,

 0 a12 0
0 0 a23

a31 0 0


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 0 a12 0
a21 0 0
0 0 a33

 ,

 0 0 a13
a21 0 0
0 a32 0

 ,

 0 0 a13
0 a22 0

a31 0 0


이matrix들은 row를바꾼것이므로 0이아닌각성분을전부곱한뒤부호만맞춰주면된다.즉, det A = a11a22a33−
a11a32a23 + a21a12a33 − a21a12a33 + a21a32a13 − a31a22a13 = a11C11 + a12C12 + a13C13가 된다.

n × n matrix에 대해서는 이렇게 나뉜 matrix가 총 n!개 이므로 복잡도도 그 n!이다. 또한 각 row에서 column이
겹치지 않게 0이 아닌 성분을 하나씩 고르고, diagoanl matrix를 만들기 위해 row를 바꾸는 횟수로 부호를 정하는
것으로도 determinant를 구할 수 있음을 알 수 있다. 즉, 다음과 같은 matrix B의 determinant는 각 row에 대해
column 4, 3, 2, 1 또는 column 3, 2, 1, 4의 성분을 사용하고, 각각 부호는 +, -이므로 determinant가 0이다. 이렇게
invertibility를 판정할 수도 있다.

det B = det(


0 0 1 1
0 1 1 0
1 1 0 0
1 0 0 1

) = 1− 1 = 0

8.2. Determinant의 활용
8.2.1. Inverse Matrix와 Determinant

1. Cofactor Matrix와 Adjoint Matrix
n× n matrix A에 대한 Cofactor Matrix C는 다음과 같이 A에 대한 cofactor로 구성된 matrix이다.

C =

C11 C12 C13
C21 C22 C23
C31 C32 C33


Adjoint Matrix(수반 행렬)는 cofactor matrix를 transpose한 matrix이다.

adj(A) = CT

2. Inverse Matrix와 Determinant
invertible matrix A에 대한 inverse matrix는 다음과 같이 determinant와 cofactor(adjoint) matrix로도 구할
수 있다.

A−1 = 1
det A

adj(A) = 1
det A

CT

이는 det A · I = ACT가 성립함을 보여 증명할 수 있다. 대각성분에 대해서는 cofactor formula를 생각해보면
당연하다. 대각성분 외의 성분들에 대해서는 B라는 가상의 matrix를 생각해 증명할 수 있다. B는 A와 동일한
성분을 가지는 n× n matrix인데, k번째 row만 어떤 i(i ̸= k)번째 row와 성분이 동일한 marix이다. k번째 row
에 대해 cofactor formula를 적용해 B의 determinant를 구해 보면 det B =

∑n
j=1 aijCkj이다. 그런데 B는 두

row가 같은 matrix이므로 determiant가 0이고, 이에 따라
∑n

j=1 aijCkj = 0이다. 즉, 서로 다른 row의 성분과
cofactor를 사용해 계산한 값은 항상 0이 된다.

8.2.2. Volume과 Determinant

determinant는 linear transformation에 의한 영역의 변화를 나타내는 factor로도 이해할 수 있다(링크 참고).
standard basis를 transform하는 것을 생각해 보면, matrix A의 determinant의 절댓값 | det A|는 A의 column
들이(당연히 row여도 가능하다.) 구성하는 도형의 Volume(부피)이다.

이는 앞서 다룬 determinant의 여러 성질을 사용해 확인할 수 있다. 우선 두 vector (1,0), (0,1)에 대해서 살
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펴보면 | det A|가 이 두 vector가 만드는 정사각형의 volume임은 자명하고, 이 vector 각각을 scalar배 해도
자명하다. 또한 임의의 두 vector (a, b), (c, d)가 만드는 평행사변형의 volume을 구해 봐도 자명하다.

한 column의 scalar배를다른 column에더하는것은해당도형의밑변과높이를보존한다.이는임의의좌표에
있는 도형을 평행이동해서 원점으로 이동시키는 계산을 해보면 당연하다. 즉, 한 row의 scalar배를 다른 row에
더하는 것은 volume을 보존하므로 이 연산만으로 elimination을 적용한 뒤 determinant를 구해 volume
을 구할 수 있다.

참고로 3차원 vector 3개가 이루는 삼각뿔의 부피는, 해당 vector들로 구성된 matrix의 determinant로 volume을
구하고 1

6을 곱하면 된다.

8.3. Trace
8.3.1. Trace

n× n squre matrix A에 대한 Trace(대각합)는 다음과 같이 대각성분의 합으로, tr()로 표기한다.

tr(A) =
n∑

i=1
Aii

trace에 대해서는 다음 성질들이 성립한다.

• n× n matrix A,B에 대해 tr(A + B) = tr(A) + tr(B)

• n× n matrix A와 scalar α에 대해 tr(αA) = αtr(A)

• tr(In) = n

• n× k matrix A, k × n matrix B에 대해 tr(AB) = tr(BA)

특히 두 vector에 대해서는 tr(xyT ) = tr(yT x) = yT x가 성립한다.

similar인 두 matrix에 대해서는 tr(B) = tr(S−1AS) = tr(ASS−1) = tr(A)이므로 trace가 같다.

9. Eigen value and Eigen Vector
9.1. Eigen value and Eigen Vector
앞서 정리한 것처럼, 모든 linear mapping은 ordered basis로 정의되는 유일한 transformation matrix를 가진다.
eigen value/vector를 활용한 eigen analysis는 linear mapping의 변환 동작을 이해할 수 있다.

9.1.1. Eigen value and Eigen Vector

1. Eigen value and Eigen Vector
어떤 n × n matrix A에 대해서 다음 수식(Eigen Equation)을 만족시키는 scalar λ가 존재하는 영벡터가
아닌 vector v를 A의 Eigen Vector(고유벡터)라고 하고, 이때의 scalar λ를 eigen vector v에 대응되는 A의
Eigen Value(고윳값)라 한다. 즉, eigen vector는 A를 곱해도 그 방향이 달라지지 않는 특별한 vector이다.

Av = λv
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어떤 eigen value에 대해 존재하는 모든 eigen vector들과 영벡터에 대한 집합을 Eigen Space(고유공간)라고
한다. 이는 아래에서 다루는 것처럼 A − λI의 null space이다. 또한 A의 모든 eigen value의 집합을 Eigen
Spectrum 또는 Spectrum이라고 한다.

참고로, n × n matrix A가 diagonalizable한 것과 A의 eigen space의 direct sum(직합. 합쳐서 전체 space
를 구성하고, 교집합은 영벡터만 존재.)이 Rn인 것은 필요충분이다. 즉, 어떤 n × n diagonalizable matrix
A에 대한 Rn(정의역)은 A의 eigen space들로 나누어 생각할 수 있고, 어떤 eigen value에 대한 eigen space
에 속하는지에 따라 해당 vector가 어떻게 Rn으로(치역) 보내지는지를 알 수 있다. 더 구체적으로는, 임의의
vector x가 Rn의 eigen basis v1, · · · , vn으로 표현될 때, 다음 수식과 같이 eigen value만큼씩이 각 eigen vector
에 곱해진다.

Ax = A(a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn) = λ1a1v1 + λ2a2v2 + · · ·+ λnanvn

기하학적으로, eigen vector는 해당 linear mapping이 변환(또는 확장)하는 방향을 나타내고, eigen value는 얼
마만큼변환하는지나타내는 factor로이해할수있다. eigen value가음수이면반대방향으로변환하는것이다.
이때 eigen vector는 영벡터가 아닌 vector지만 eigen value는 0일 수 있고, eigen value가 0인 eigen space는
null space이다.

2. Eigen value/vector 구하기
Av = λv를 정리하면 (A − λI)v = 0이므로 eigen vector v는 A − λI의 null space에 존재하는 vector이고,
A− λI의 special solution을 구하면 그게 eigen vector이다.

이때 eigen vector는영벡터가아니므로, eigen vector가존재하려면 null space가영공간이아니어야하고,다시
말해 det(A−λI) = 0가 성립해야 한다. 이에 따라 det(A− tI) = 0을 만족시키는 t를 찾으면 그게 λ이다. 이때
matrix A에대해서다음다항식을 A의 Characteristic Polynomial(특성다항식)이라하고, det(A−tI) = 0
을 Characteristic Equation(특성방정식)이라 한다.

f(t) = det(A− tI)

characteristic polynomial은 다음과 같이 정의할 수도 있다. 이때 c0 = det(A)이고, cn−1 = (−1)n−1tr(A)

f(t) = det(A− tI)
= c0 + c1λ + c2λ2 + · · ·+ cn−1λn−1 + (−1)nλn

정리하면, 다음과 같은 과정을 거쳐 eigen value/vector를 구할 수 있다.

1. characteristic equation을 만족시키는 scalar를 구하면 그게 eigen value이다.

2. eigen value를 A− λI에 대입해 얻은 matrix의 null space의 vector를 구하면 그게 eigen vector이다.

이는 homogeneous equation (A−λI)x = 0에 대한 special solution을 구하는 것으로도 이해할 수 있다.
즉, A − λI에 elimination을 적용한 뒤 free variable 중 하나에만 1, 나머지에는 0을 대입해 해당 null
space(eigen space)의 basis를 찾아 구할 수 있다.

3. 대수적 중복도와 기하적 중복도
characteristic equation이 f(t)인선형연산자(또는행렬)의고윳값 λ에대해서, (t−λ)k가 f(t)의인수가되도록
하는 가장 큰 자연수 k를 λ의 Multiplicity(중복도) 또는 Algebraic Multiplicity(대수적 중복도)라고 한다.
즉,인수분해했을때해당 λ의차수를의미한다. diagonalization했을때 diagonal matrix Λ에각 λ는 algebraic
multiplicity만큼 나타난다.

어떤 λ에 대한 eigen space의 dimension을 해당 λ에 대한 Geometric Multiplicity(기하적 중복도)라고
한다. 즉, geometric multiplicity는 eigen space에서 independant한 eigen vector들의 개수로, A−λI의 nullity
이다.

n× n matrix A의 모든 eigen value의 algebraic multiplicity를 합하면 n이다. 또한 임의의 eigen value에 대해
geometric multiplicity는 algebraic multiplicity보다 작고, 각 eigen value에 대응되는 eigen vector들의 집합이
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각각 independent하면 이들을 합집합해도 independent하다(λ가 다른 두 eigen vector는 서로 independent
하다.). 즉, 모든 eigen value에 대해 algebraic multiplicity만큼의 원소를 가지는 eigen space의 basis
가 존재하면 diagonalization이 가능하고, 이런 basis를 모두 합치면 Rn에 대한 basis이다. geometric
multiplicity는 항상 1보다 크거나 같으므로, n× n matrix에 대해 n개의 서로 다른 eigen value가 존재한다면
해당 matirx는 diagoanlization이 가능하다.

어떤 matrix가 eigen value에 대해 algebraic multiplicity보다 geometric multiplicity가 작은 경우가 있다면
(diagonalization이 불가능하다면) Defective하다고 한다.

서로 다른 eigen value들에 대한 eigen vector들은 서로 independent한데, 이는 쉽게 증명할 수 있다. Av1 =
λ1v1, Av2 = λ2v2이고 λ1 ̸= λ2일 때 scalar a에 대해 v1 = av2라고 가정하자. aAv2 = aλ1v2, Av2 = λ1v2 =
λ2v2이므로 λ1 = λ2으로 모순이다.

projection matrix P를 곱해 b를 어떤 공간에 projection한 Pb를 생각하자. 당연하게도 이때 b가 해당 공간에 원래
있었다면 b는 eigen vector이고, 해당 공간에 원래 있지 않았다면 b는 eigen vector가 아니다.

eigen vector는 그 정의상 영벡터가 아니다. 만약 eigen vector가 영벡터일 수 있다면 eigen value가 무한히 존재하게
된다.

다음 예시를 보면 eigen vector, eigen value, determinant에 대해 직관적으로 이해할 수 있다.

9.1.2. Eigen Value/Vector 관련 성질들

eigen value/vector 관련 성질들은 다음과 같다.
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• 실수에서 정의된 n × n matrix A가 symmetric이면 A는 항상 실수 eigen value를 가지고, A의 eigen
vector로구성된 orthonormal basis(ONB)가존재한다.즉, A는 diagonalization이가능하고, eigen basis
를 구했으면 각 eigen space에 속하는 basis에 대해 gram schmidt process 및 normalization을 적용해
ONB를 얻을 수 있다. 이를 Spectral Theorm이라고 한다.

symmetric matrix에 대해서는 서로 다른 eigen space에 속한 eigen vector들이 항성 서로 orthogoanl
하므로, gram schmidt process를 동일한 eigen space에 속한 basis들에게만 적용하면 된다.

• matrix A의 eigen value가 λ, eigen vector가 v일 때 모든 0이 아닌 scalar에 대해 cx도 A의 eigen vector
이고, x와 eigen value가 같다. 즉, x에 대해 colinear한 vector들 또한 eigen vector이다.

두 vector가 같은 방향을 가리키는 경우 Codirected하다고 하고, 같은 방향 또는 정반대 방향인 경우
Colinear하다고 한다.

• similar한 matrix는 서로 eigen value가 같다.

즉, determinant, trace, eigen value는 basis에독립적이며, basis change를적용해도변하지않는다.이에
따라 linear mapping의 핵심 특성으로 활용될 수 있다.

• matrix A의 eigen value의 합은 A의 trace(대각합, 대각성분의 합.)와 같고, eigen value의 곱은 determi-
nant와 같다.

• matrix A의 대각성분에 scalar a만큼의 값을 더하는 경우, eigen vector는 유지되고 eigen value는 a만큼
더한 값이 된다. 즉, 대각성분만 다른 경우 eigen value/vector는 한 번만 구해도 된다.

이는 당연하게도 Bx = (A + aI)x = Ax + ax = λx + ax = (λ + a)x인 것으로 보일 수 있다.

• matrix A에 대해, An의 eigen value는 λn이고 eigen vector는 A와 같다.

x가 A의 eigen vector라고 하면 λ에 대해 A100x = λ100x이므로 당연하다.

• invertible matrix A에 대해, A−1의 eigen value는 1
λ이고, eigen vector는 A와 같다.

x가 A의 eigen vector라고 하면 Ax = λx이므로 양번에 A−1를 곱하면 A−1x = 1
λ x으로 정리할 수 있다.

• upper/lower trianlge matrix의 eigen value는 대각성분과 같다.

matrix A가 upper/lower triangle matrix이면 A−λI도 upper/lower triangle matrix이므로 determinant
가 대각성분의 곱이 되고, 이에 따라 당연하게도 대각성분이 eigen value가 된다.

• A와 AT는 동일한 eigen value를 가지지만, 같은 eigen vector를 가지는 것은 아니다.

• elimination은 eigen value를 보존하지 않는다.

아무 matrix나 elimination해서 간단히 보일 수 있다.

예를 들어, 다음과 같은 2× 2 matrix A의 characteristic equation은 (3− λ)2 − 1 = λ2 − 6λ + 8 = 0이므로, eigen
value의 합이 trace, 곱이 determinant인 것을 확인할 수 있다.

A =
[
3 1
1 3

]
A와 B가 각각 Ax = λx, By = αy라고 하자. 이 경우 C = A + B의 eigen vector가 x 또는 y라는 것은 당연하게도
거짓이다. 실제로 대부분의 경우 eigen vector가 겹치지 않는다고 한다.

다음과 같은 matrix Q를 생각하자. 이는 vector를 90도 돌리는 rotation matrix이다. 기하적으로 생각했을 때 이런
rotation matrix는 vector를 돌리므로(방향이 바뀌므로) 실수인 eigen value가 존재할 수 없고, eigen vector는 항상
복소수이다.

Q =
[
0 −1
1 0

]
참고로, 원점을 기준으로 반시계 뱡향으로 θ만큼 rotation을 적용하는 rotation matrix는 다음과 같이 정의된다.
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Q =
[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]

9.2. Diagonalization
diagonal matrix는 거듭제곱, determinant 계산, inverse matrix 계산 등에서 매우 간편하다.

9.2.1. Diagonalization

1. Diagonalization
Diagonalization(대각화)은 어떤 n × n matrix의 eigen value와 eigen vector를 사용해 diagonal matrix로
변환하는 방법이다. 서로 independent한 A의 eigen vector n개로 column을 구성한 matrix S와, S의 eigen
vector의 순서와 대응되는 eigen value를 대각성분으로 가지는 diagonal matrix Λ를 생각하자. 다음 수식이
성립한다. 즉, eigen vector/value를 사용해 diagonalization이 가능하다. 또한 이렇게 A를 나누는 것을 Eigen
Decomposition 또는 Eigen Value Decomposition이라고 한다.

AS = SΛ, S−1AS = Λ, A = SΛS−1

이 수식은 다음과 같이 계산되는 것을 생각해면 당연하다.

AS =
[
λ1x1 λ2x2 · · · λnxn

]
=
[
x1 x2 · · · xn

]


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn

 = SΛ

S−1AS = Λ는 S가 invertible이어야 성립한다. 즉, eigen basis가 존재해야 정의될 수 있다.

이때 eigen basis가 ONB를 형성한다면 inverse matrix를 transpose로 간단히 구할 수 있다.

eigen decomposition에의한 A = SΛS−1는다음그림과같이기하학적으로이해할수있다.즉, standard basis
를 eigen basis로 basis change하고, 이후 eigen basis 위에서 eigen value로 scaling한 뒤, 다시 원래의 standard
basis로 돌리는 과정을 통해 matrix A의 연산이 수행된다.

2. Diagonalizable 판정법
어떤 matrix A가 diagonal matrix와 similar하다면 Diagonalizable하다고 한다. 즉, diagonalization이 가능한
것을 말한다.
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다음조건을만족할때만 diagonalizable하다.즉, characteristic equation을인수분해하고,중근을가지는 eigen
value에 대해 대수적 중복도와 기하적 중복도가 같은지 확인해야 한다.

1. T의 특성다항식이 체 위에서 완전히 인수분해됨. 실수체인 경우 실수 범위에서 인수분해되어야 한다.

2. T의 각 고윳값에 대해서 대수적 중복도와 기하적 중복도가 같다. 즉, λ의 중복도가 nullity(T − λI) =
n− rank(T − λI)이다.

앞서다룬것처럼모든 eigen value에대해대수적중복도만큼의원소를가지는 eigen space의 basis가존재하면
diagonalization이 가능하고, 이런 basis를 모두 합치면 Rn에 대한 basis이다. 이는 eigen vector로 Rn에 대한

basis를 구성할 수 있는지를 보는 것으로도 이해할 수 있다.

SΛS−1를 거듭제곱해보면 An = SΛnS−1인데, 전에 다룬 것처럼 A를 거듭제곱하면 eigen vector는 그대로이고,
eigen value는 동일하게 거듭제곱이 되는 것을 확인할 수 있다.

det A = det(SΛS−1) = det Λ이므로 determinant도 쉽게 구할 수 있다.

만약 Ak에 대해서 k → ∞이면 모든 eigen value가 |λi| < 1인 경우 Ak → 0이다. 이런 성질을 이용하면 마르코프
체인 등에서 확률이 어디에 수렵하는지 알 수 있다고 한다.

9.2.2. Symmetric Matrix

Symmetric Matrix(대칭행렬)는 A = AT인 matrix이다. 원소가 실수인 n× n symmetric matrix는 다음과
같은 성질을 보인다.

• eigen value가 실수이다. 즉, characteristic equation이 n개의 근을 가진다.

Ax = λx가성립할때,양변에 conjugate(켤레)를취하면 Āx̄ = Ax̄ = λ̄x̄이다. transpose하고 x를곱해서
정리해 보면 λx̄T x = λ̄x̄T x이므로 λ = λ̄이다.

물론 이때 x̄T x ̸= 0임을 보여야 완벽하다. 해당 inner product 값을 정리하면 다음과 같다. 이때 켤레복
소수와의 곱은 x̄ixi = (a + bi)(a − bi) = a2 + b2이므로 x가 영벡터인 경우에만 x̄x = 0가 성립하는데,
eigen vector는 영벡터가 아니므로 x̄1x1 ̸= 0이다.

x̄T x = x̄1x1 + x̄2x2 + · · ·+ x̄nxn

참고로 A의 원소가 복소수이면 해당 조건이 성립하지 않는다.

• 항상 diagonalizable하다. 즉, 항상 ONB가 존재한다.

이는 schur decomposition이라는 방법으로 증명이 가능하다고 한다.

• symmetric matrix에 대해서 eigen vector들로 구성한 Rn의 orthogonal basis를 항상 찾을 수 있다. 즉,
각 column을 eigen vector들로 구성한 basis로 하는 matrix를 Q라 하면, QT AQ = Λ가 성립한다.

하나의 eigen space에서는 gram schmidt process를 사용하여 orthogonal한 basis를 얻을 수 있다. 또
한 symmetric matrix에 대해서는 서로 다른 eigen space의 basis끼리 항상 orthogonal하다. 이는 간

단히 증명할 수 있다. 서로 다른 두 eigen value λ1, λ2에 대해 Av1 = λ1v1, Av2 = λ2v2라 했을 때,
λ1vT

1 v2 = (Av1)T v2 = vT
1 Av2 = λ2vT

1 v2 이므로 (λ1 − λ2)vT
1 v2이고, λ1 ̸= λ2이므로 vT

1 v2 = 0이다.

• symmetric matrix A의 pivot의 부호 개수는 eigen value의 부호 개수와 같다. 즉, 양수의 개수, 음수의
개수, 0의개수가모두같다.또한이에따라 determinant가양수/음수인지에따라 eigen value에서양수/
음수의 개수를 알 수 있다.

symmtric matrix A는 elimination을 적용해 A = LDLT 꼴로 decompostion할 수 있다. 이때 D는
대각성분이 pivot인 diagonal matrix이고, A와 D는 congruent(합동)이다. Sylvester’s Law of Inertia(실
버스터의 관성 법칙)에 의하면 congruent한 matrix끼리는 eigen value의 부호 개수가 같은데, D는 이미
diagonal matrix이므로 A의 pivot과 eigen value는 부호 개수가 같다.

이에 따라 symmetric matrix에 대해서는 positive definite인지를 판별할 때 eigen value를 직접 구하는
대신, elimination해서 pivot의 부호만 보면 된다.
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10. Matrix Decompositions
Decomposition(분해) 또는 Factorization(인수분해)는 하나의 matrix를 더 간단하거나 특정 성질의 matrix들로
나누는 기법이다.

CR, LU, spectral decomposition은 교재에서 다루지 않지만, 함께 정리했다.

10.1. SVD
eigen decomposition은 매우 편리하지만, diagonalizable한 square matrix에 대해서만 적용 가능하다. SVD는 임의
의 m × n matrix에 대해 적용 가능하고, 두 vector space의 기하학적 변화를 나타내므로 의미가 있다. 이에 따라
SVD를 fundamental theorem of linear algrebra라고도 한다.

10.1.1. SVD

1. SVD
SVD(Singular Value Decomposition)는 임의의 m× n matrix A를 A = UΣV T 꼴로 나누는 decompo-
sition이다. 즉, eigen decomposition을 임의의 matrix에 대해 확장한 것이다.

AV = UΣ, A = UΣV T

matrix A는 Rn 중 row space에서 Rm의 column space로 vector를 보낸다. 이에 따라 U, V, Σ에 대한 정의는
다음과 같다. 이때 r = rank(A) = rank(AT A) = rank(AAT )가 성립하고, r은 0이 아닌 singular value의
개수와 같다.

• AT A의 eigen vector로 구성한 Rn의 orthonormal eigen basis v1, · · · , vn를 생각하자. V는 이 vector
들로 column을 구성한 n× n orthogonal matrix이다. 이때 orthonormal eigen basis v1, · · · , vn를 right
singular vector라고 한다.

이때 v1, · · · , vr은 row space의 basis이고, vr+1, · · · , vn은 null space의 basis이다.

• AAT의 eigen vector로 구성한 Rm의 orthonormal eigen basis u1, · · · , um을 생각하자. U는 이 vector
들로 column을 구성한 m×m orthogonal matrix이다. 이때 orthonormal eigen basis u1, · · · , um을 left
singular vector라고 한다.

이때 u1, · · · , ur은 column space의 basis이고, ur+1, · · · , um은 left null space의 basis이다.

• Σ는 대각성분이 Singular Value σ1, · · · , σn로 구성된 m× n diagonal matrix로, Singular Value Ma-
trix라고 한다. 이때 AT A의 eigen value를 λ라 하면 Singular Value는 다음과 같이 정의된다. 이에
따라 r까지는 singular value가 양수이고, r+1부터는 singular value가 0이다. 이때 AT A와 AAT는 서로

transpose 관계이므로 eigen value는 같다.

σ2
i = λi. σ =

√
λi

이때 i = 1, · · · , r에 대해서 Avi = σiui가 성립한다. 즉, singular value는 Rn의 orthonormal eigen basis
를 Rm의 orthonormal eigen basis로 보냈을 때 값을 scale하는(곱해서 맞추는) scalar이다. basis끼리
매핑이 존재하는 경우에는 singular value가 양의 실수값을 가지게 되고, 매핑이 존재하지 않는 경우(null
space의 basis)에는 singular value가 0이 된다. 이는 앞서 다뤘던 four fundamental spaces에서 이해할
수 있다.

Σ는 유일하고 A와 shape이 같다.

SVD에서는 관례적으로 singular value를 내림차순으로 정렬해 나타낸다.

이때 U와 V는 orthogonal matrix이고, Σ는 scaling만을 수행하므로, Ax = UΣV T x는 x가 V T에 의해 회전

(또는 reflection)되고, Σ에 의해 scaling되고, U에 의해 다시 회전(또는 reflection)되는 것으로 이해할 수 있다.
V T는 standard basis에서 {v1, . . . , vn}으로의 basis change를수행하고, U는 {u1, . . . , um}에서 standard basis
로의 basis change를 수행한다. 즉, eigen decomposition에서와 같이 standard basis에서 orthonormal eigen
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basis의 coordinate로 변환한 뒤, Σ로 scaling하며 dimension augmentation(or reduction)을 통해 반대편의
orthonormal eigen basis로 mapping하고, 이후 다시 standard basis의 coordinate로 변환하는 것으로 이해할
수 있다. eigen decomposition이 동일한 eigen basis를 사용했다면, SVD는 서로 다른 두 orthonormal eigen
basis를 사용한다.

Avi = σiui가 성립하므로, 앞서 다룬 수식이 다음과 같이 성립함을 이해할 수 있다.

A
[
v1 v2 · · · vr · · · vn

]
=
[
u1 u2 · · · ur · · · um

]


σ1 0 · · · 0
0 σ2 · · · 0

. . .
...

... σr

...
. . .

0 0 · · · 0


2. SVD 증명
singular value는 AT A, AAT의 eigen value의 제곱근과 같다. 다음과 같이 SVD가 임의의 matrix에 대해 유효
함을 보일 수 있다.

앞서 다룬 것처럼 임의의 m×n matrix A에 대해 AT A를 생각하자. 이 matrix는 positive semi-definite이므로,
λi ≥ 0가 성립하여 singular value σi =

√
λi를 항상 정의할 수 있다. 또한 AT A가 symmetric matrix이므로

AT A의 eigen vector로 구성한 orthonormal eigen basis v1, · · · , vn이 항상 존재한다.
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AT A의 eigen value를 사용해, singular value를 σ =
√

λi으로 정의하자. singular value는 r개의 양수와 n− r
개의 0으로 구성된다.

이제 σiui = Avi를 만족하는 orthonormal eigen basis u1, · · · , um이 존재함을 보이자. Rn의 basis 중 null
space의 basis가 아닌 r개의 vector에 대해서는 σ ̸= 0이고, ui = Avi

σi
로 정리할 수 있다. 이때 v1, · · · , vn은

orthonormal하므로 uT
i uj = 1

σiσj
vT

i AT Avj = λj

σiσj
vT

i vj = 0, uT
i ui = 1

σ2
i
vT

i AT Avi = λi

σ2
i
vT

i vi = 1이다. 즉,

u1, · · · , ur는 orthonormal하다.또한 AAT ui = AAT Avi

σi
= λi

Avi

σi
= λiui이므로 AAT의 eigen vector이다.또한

AT A와 AAT의 0이 아닌 eigen value는 같다.

u1, · · · , ur이 orthonormal eigen vector들이므로, m-r개의 orthogonal한 vector들을 gram schmidt process
등을 이용해 구하면 Rm의 orthonormal eigen basis를 찾을 수 있다.

3. SVD 값 구하기
SVD를 실제로 수행하기 위해 U, V, Σ를 구하는 방법은 다음과 같다. 이때 V와 U를 각각 AT A와 AAT에 대한

eigen vector를구하는것으로구성할수도있지만,이렇게구하면부호가맞지않는경우가존재하므로둘중에
하나에 대해 구한 뒤 σiui = Avi임을 이용해 반대편을 구하는 게 적절하다. 이런 부호 불일치는 eigen vector
는 부호가 뒤집혀도 여전히 eigen vector이기 때문에 발생한다.

1. AT A에대해 v1, · · · , vn을구하거나, AAT에대해 u1, · · · , um을구한다.즉, eigen value를구한뒤, eigen
vector를 뽑고 norm으로 나눠 orthonormal eigen basis를 구성한다.

2. singular value가 0이 아닌 부분에 대해 반대편 u1, · · · , ur 또는 v1, · · · , vr을 구한다. 그리고 n 또는 m
에 맞춰 나머지 vector들을 적절히 구한다. AAT , AT A로 구하거나, 직관적으로 채우거나, gram schmidt
process를 적용할 수 있다.

3. 구한 값들로 U, V, Σ를 구성한다. 이때 순서를 잘 맞춰줘야 한다.

또한 SVD의 공식에 따라 AT A = V Σ2V T , AAT = UΣ2UT와 같이 나타낼 수 있는데, 이 수식은 spectral
decomposition이므로 σ =

√
λ이고, AT A, AAT의 eigen value가 같음을 확인할 수 있다.

각 space의 orthogonal eign basis는 각 eigen space에 대해 gram schmidt process를 수행해 구할 수 있지만, Rn

과 Rm의 basis끼리 mapping됨을 보장하진 못한다. SVD는 singular value를 사용해 두 basis에 대한 mapping을
나타낸다.

eigen decomposition에서 matrix P는 orthogonal matrix일필요가없지만, SVD에서는 U와 V가 orthogonal matrix
이므로 rotation(또는 reflection)이 적용되는 것으로 이해할 수 있다.

symmetric matrix A ∈ Rn×n에 대한 eigen decomposition과 SVD는 동일하다.

일부문헌에서는 m×n matrix A에대한 SVD A = UΣV T에서 U를 m×n, Σ를 n×n, V T를 n×n으로정의하기도
한다. 이를 Reduced SVD라고 하고, 앞에서 정의한 방식을 Full SVD라고 한다.

10.1.2. Matrix Approximation

1. Matrix Approximation
rank가 r인 m× n matrix A의 SVD를 다음과 같이 rank-1 matrix(outer product)의 합으로 나타낼 수 있다.

A = UΣV T = σ1u1vT
1 + σ2u2vT

2 + · · ·+ σnunvT
n =

n∑
i=1

σiuiv
T
i

이때 다음과 같이 항들 중 k개만 사용해서 rank가 k인 matrix를 얻을 수 있는데, 이를 A에 대한 Low Rank
Approximation 또는 Rank-r Approximation, 혹은 Truncated SVD라고 한다.

Â(k) =
k∑

i=1
σiuiv

T
i

2. Matrix Approximation과의 Error
error(distance)를 측정하려면 matrix에 대한 norm을 정의해야 한다. 여기에서는 matrix에 대한 Spectral
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Norm을 사용하는데, 모든 vector x ∈ Rn \ {0}에 대해 다음 수식과 같이 정의된다. 즉, 이는 어떤 vector x를
matrix A에 곱했을 때 scaling되는 최대 길이를 의미한다.

||A||2 = max
x

||Ax||2
||x||2

이때 A의 spectral norm은 A의 가장 큰 singular value σ1이다. (이에 대한 증명은 다루지 않는다.)

rank가 r인 m × n matrix A와 rank가 k인 m × n matrix B가 있고, k ≤ r일 때, 다음이 성립한다. 이를
Eckart-Young(에카르트-영) Theorem이라고 한다. 주어진 matrix에 대한 low rank approximation을 수
행할 때, 그 오차를 최소화하는 최적의 해가 SVD를 통해 도출됨을 보인 theorem이다. 이에 따르면 Â(k)가
error를 최소로하는 matrix라고 했을 때 이는 다음과 같고, 이때의 error가 σk+1이다. 즉, singular value가 큰
rank-1 matrix들의 합으로 나타낸 low rank approximation이 실제로 최적의 approximation이다.

Â(k) = argminrk(B)=k||A−B||2 =
k∑

i=1
σiuiv⊤

i

||A− Â(k)||2 = σk+1

첫 번째 수식에 대한 증명은 생략한다(필요하면 교재 등을 참고하자.). 두 번째 수식은 각 matrix를 rank-1
matrix들의 합으로 생각해 보면, spectral norm은 가장 큰 singular value이므로 성립한다.

다음과 같이 rank를 늘리면 원본에 가까워지는 것을 확인할 수 있다.

10.2. 다양한 Decomposition들
10.2.1. Cholesky Decomposition

Cholesky Decomposition은 positive definite matrix A를 lower triangle matrix L과그전치행렬의곱으로
나누는 decomposition이다. 이때 L을 A의 Cholesky Factor라고 하고, L은 유일하다.

A = LLT

cholesky decomposition의 각 lij은 A의 원소와, 이전에 계산된 lij값이 있으면 계산할 수 있다. 예를 들어
다음과 같이 계산된다.
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10.2.2. CR Decomposition

CR(Colum-Row) Decomposition은 임의의 m× n matrix A를 두 행렬 C와 R로 나누는 decomposition
이다. 즉, A = CR 꼴로 나눈다. 이때 C의 column은 A의 column space의 basis이고(basis of C(A)), R의 row
는 A의 row space의 basis이다(basis of C(AT )). 즉, CR Decomposition은 column space와 row space
의 basis를 찾아내는 분해이다.

CR decomposition의 과정은 아래와 같다.

1. 첫 번째 matrix C를 구성한다. 첫번째 column은 A의 첫번째 column을 그냥 넣는다. 두번째 column
은 넣은 첫번째 column으로 만들 수 있는지 판단하고, 만들 수 없으면 그냥 넣고 만들 수 있으면 넣지
않는다.

2. 두 번째 matrix R을 구성한다. 첫번째 matrix의 column들을 활용해 기존 matrix을 생성할 수 있도록
구성한다.

이때 A의 각 column이 C의 linear combination인 것을 고려하면 R을 채우기 쉽다. 즉, 다른 column들로
만들 수 있는 column이 아니면 하나만 1이고 나머지는 0인 column이 들어가게 되고, 다른 column들로
만들 수 있다면 해당 linear combination에 대응되는 값들이 들어가게 된다.

또는 아래와 같이 좀 더 명확한 방법도 존재한다.

1. elimination으로 A에 대한 RREF를 구한다.

2. 첫번째 matrix C를구성한다. A의 column중 RREF에서 privot이있는위치의것들을가져와순서대로
C를 구성한다.

3. 두 번째 matrix R을 구성한다. RREF에서 0으로만 이루어진 row를 모두 제거한 것을 R로 한다.

A =

1 2 3
2 4 6
3 7 10

→
1 0 1

0 1 1
0 0 0

 , A = CR =

1 2
2 4
3 7

[1 0 1
0 1 1

]

10.2.3. LU Decomposition
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1. LU Decomposition
LU Decomposition은 m × n matrix A를 lower triangle인 m × m matrix L과 upper triangle인 m × n
matrix U로 나누는 decomposition이다. 즉, A = LU 꼴로 나눈다.

한 row에 scalar배 해서 다른 row에 곱하는 elementary operation를 사용하면 A를 row echelon form으로 만들
수 있는데, 이게 U이다. 그리고 해당 elimination에 사용된 elementary matrix의 inverse matrix를 모두 곱한
것이 L이 된다. 즉, (Ek · · ·E1)A = U , A = (Ek · · ·E1)−1U , L = (Ek · · ·E1)−1 = E−1

1 · · ·E
−1
k 이다.

row에 scalar배 해서 다른 row에 곱하는 elementary matrix의 inverse matrix는, row 값에 곱하는 scalar인
Multiplier(승수)의 부호를 바꾼 것과 같다. 당연하게도 동일한 row에 multiplier의 음수를 곱해 더해야 원래의
값이 나온다. 이때 elimination은 위쪽 row들부터 순차적으로 수행되고, L = E−1

1 · · ·E
−1
k 에서는 그 역순으로

수행되므로 아래쪽 row들부터 연산되어 서로의 연산에 영향을 주지 않는다. 즉, L의 성분으로는 대응되는
elementary operation들에 대한 multipier의 부호만 바꾼 것들을 그냥 넣어주면 된다.

E =

1 0 0
2 1 0
0 0 1

 , E−1 =

 1 0 0
−2 1 0
0 0 1



E3E2E1 =

1 0 0
0 1 0
0 3 1

 1 0 0
0 1 0
−2 0 1

 1 0 0
−2 1 0
0 0 1

 , L = E−1
1 E−1

2 E−1
3 =

1 0 0
2 1 0
2 −3 1


즉, LU decomposition은 아래와 같은 방법으로 구할 수 있다.

1. A에 row에 scalar배 해서 다른 row에 곱하는 elementary operation을 적용해 U를 만든다.

2. elementary operation에 사용된 multiplier의 부호를 바꿔 대응되는 위치에 넣어 L을 만든다.

2. PA=LU
invertible matrix에대해 LU decomposition을적용할때항상한 row의 scalar배를다른 row에더하는 elemen-
tary operation으로 decomposition이 가능한 것은 아니다. 특히 pivot에 해당하는 위치의 성분이 0인 경우에
두 row를 바꾸는 elementary operation을 적용해야 할 수 있는데, permutation matrix를 곱하는 것으로 이를
적용할수있다. permutation matrix들은해당 elimination중간에곱할수도있고, elimination시작전에모두
적용할 수도 있는데 당연하게도 후자가 더 간결하다.

즉, 아래와 같이 작성할 수 있다.

Pn · · ·P2P1A = PA = LU

3. LU Decomposition의 장점
LU decomposition으로 matrix A를 L과 U로 나누는 것은 아래의 장점이 존재한다. 또한 두 개의 행렬로

나누지만 lower/upper triangle matrix이므로 A와 거의 동일한 storage를 사용할 수 있다.

1. A의 행렬식을 간단히 구할 수 있다.

2. systems of linear equation Ax = b를 더 쉽게 풀 수 있다. 특히 L과 U에 대한 equation은 L에 대해서는
전방 대입을, U에 대해서는 후방 대입해서 풀 수 있다. 즉, 앞/뒤부터 순차적으로 대입하기만 하면 x를
구할 수 있다.

3. Ax=b 연산에 elimination을 사용하는 것은 x = bA−1를 구하는 것에 비해 computation을 줄일 수 있다.

n×n matrix A에대한 elimination cost를생각해보자.곱하고더하는것을단위로생각한다면각 pivot의아래
쪽을 전부 0으로 만드는 연산은 해당 row를 제외한 다른 아래쪽 row 모두와 연산하므로

∑n
1 k2−k = 1

3 n3 + ...
이다.

또한 Ax=b에서 b에 대해 동일한 elimination을 수행하는 것을 생각해보면 이에 대한 연산은 각 원소를 scalar
배 해서 그 아래 원소들에 더하는 것이므로 (n− 1) + (n− 2) + · · ·+ 1이고, 후방 대입하는 것은 구하려는 변수
외의 값들을 사용해 전부 뺀 뒤에 한 번의 나누기를 하는 것이므로 1 + · · ·+ (n− 1) + n이다. 이 둘을 더하면
n2이다.
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즉,정리하면 A와 b각각에대한 elimination에 1
3 n3과 n2의연산량이필요하다. Ax=b는 x = A−1b로도구할수

있는데, A−1를구하는데에는 2n3의연산량이필요하다고한다.즉, elimination을활용하는 LU decomposition
이 연산량 측면에서 더 효율적이다.

Lower Triangle Matrix(하삼각행렬)는 대각성분 위쪽 성분들이 값이 모두 0인 n× n matrix이고, Upper Triangle
Matrix는 대각성분 아래쪽 성분들이 값이 모두 0인 n×n matrix이다. lower/upper triangle matrix의 determinant
는 모든 대각성분의 값을 곱해 구할 수 있다.

LU에서 U를 diagonal matrix D로 쪼개 L 뿐만 아니라 U의 대각성분도 1로 만드는 LDU Decomposition이라는
decomposition도 존재한다. 즉, A = LDU로 분해한다.

10.2.4. Spectral Decomposition

1. Spectral Decomposition
Spectral Decomposition은 symmetric matrix A를 A = QΛQT꼴로나누는 decomposition이다.앞서다룬
것처럼 실수 symmetric matrix에 대한 diagonalization은 항상 가능하고, QT AQ = Λ꼴로 나타내어진다. 즉,
eigen decomposition을 symmetric matrix라는 특수 케이스에 적용한 것이다.

A = QΛQT

2. Rank-1 Matrix로 정리
Rank-1 matrix는 모든 column 또는 row가 하나의 vector의 상수배인 matrix로, 복잡한 matrix를 분해하는
기본 단위로 주로 사용되는 matrix이다. 이는 앞서 몇 번 다룬 것처럼 두 vector의 outer product 꼴 xyT로

표현된다.

이에 따라 A = QΛQT는 다음과 같이 나타낼 수 있다. 이때 qiq
T
i 는 n × n matrix로, 이는 1) rank-1 matrix

이고 2) projection matrix이고 3) symmetric matrix이다. 즉, symmetric matrix는 symmetric인 projection
matrix들의 합으로 나타낼 수 있다.

A = QΛQT =
[
λ1q1 λ2q2 · · · λnqn

] 
q1
q2
· · ·
qn

 = λ1q1qT
1 + λ2q2qT

2 + · · ·+ λnqnqT
n

λi가 중요도 순으로 정렬되어 있고, 일부 λi만 있어도 충분하다면 이렇게 rank-1 matrix들로 나타냈을 때 중
요도가 낮은 뒤쪽 값들은 그냥 버릴 수 있다. 이런 식으로 데이터를 압축하거나 중요한 정보만 추출하는 것이
가능하다.

또한 Q가 orthogonal matrix이므로 이렇게 rank-1 matrix로 정리한 수식에 Q의 column을 곱하면 더 간단히
정리할 수 있다. 예를 들어, Sq1은 다음과 같이 정리가 가능하다.

Aq1 = (λ1q1qT
1 + λ2q2qT

2 + · · ·+ λnqnqT
n )q1 = λ1q1qT

1 q1 = λ1q1

11. Vector Calculus
Vector Calculus(벡터 미적분학)에서는 vector, 다변수 function에 대한 해석과 이해, 모델링등을 다룬다. vector
calculus는ML에서사용하는가장기본적인수학적도구중하나로,특히ML의많은알고리즘은 objective function
을 최적화하는 것을 그 목적으로 한다.

이 장의 핵심은 function이다. function(함수) f는 일반적으로 x ∈ RD와 function value(함숫값) f(x) ∈ R에
대한 mapping이다. 이때 RD는 f의 Domain(정의역)이며, R은 f의 Codomain(공역), function value로 구성된
집합은 Image/Range(치역)이다.

이때 각 function은 미분가능하다고 가정하고, 따로 언급하지 않는다면 real number만 다룬다.
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11.1. Differentiation
11.1.1. Differentiation of Univariate Functions

1. Differentiation of Univariate Functions
Difference Quotient(차분 몫)는 다음과 같이 계산되며, 이는 그래프 상 Secant(할선)의 Slope(기울기,
변화율)를 나타낸다. 이는 해당 구간에서의 Average Slope(평균변화율)로도 이해할 수 있다.

δy

δx
= f(x + δx)− f(x)

δx

f가미분가능할때, δx→ 0에대한극한은 secant는 Tangent(접선)로수렴하게되고,이때의값또한 x에서의
f의 tangent가 가지는 slope로 수렴한다. 즉, f를 Differentiate(미분)해 얻을 수 있는 f의 Derivative(도함
수)는 다음과 같이 정의된다.

df

dx
= lim

h→0

f(x + h)− f(x)
h

2. Differentiation Rules
기본적인 differentiation rule로는 다음과 같은 것들이 있다.

xn의 derivative는 nxn−1이고, 이는 위 식과 이항정리를 활용해 증명할 수 있다.

11.1.2. Taylor Series

Taylor Series(테일러 급수)는 임의의 function f를 특정 위치 x0에 대해서 polynomial로 근사하는 방법론
으로, f를 어떤 항의 무한한 합으로 표현한다.

x0에서 f : R→ R의 n차 Taylor Polynormial(테일러 다항식)은 다음과 같이 정의된다. 이때 f (k)(x0)는 x0

에서의 k차 derivative이고, f(k)(x)
k! 은 Coefficient(계수)이다.

Tn(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)
k! (x− x0)k

smooth function(연속이고 미분가능한) f ∈ C∞, f : R → R에 대해, x0에서의 taylor series는 다음과 같
이 정의된다. 즉, taylor series는 무한대까지 항을 더하는 taylor polynomial이라고 할 수 있다. 이때 만약
f(x) = T∞(x)라면 f를 Analytic(해석적)하다고 한다. x0 = 0에서의 taylor series는 Maclaurin Series라고도
한다.

T∞(x) =
∞∑

k=0

f (k)(x0)
k! (x− x0)k

이미 polynomial인 function f에 대해, f의 차수보다 높은 차수를 사용해 구한 taylor polynomial은 f와 일치한다.
당연하게도 기존 차수보다 더 많이 differentiate하면 0이 되어 없어지므로 차수가 맞게 된다.

11.2. Partial Differentiations and Gradients
11.2.1. Partial Differentiations and Gradients
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1. Partial Differentiations and Gradients
여러 개의 변수를 가지는 Multivariate Function(다변수 함수)의 derivative는 Gradient라고 한다. gradi-
ent는 Partial Derivative(편미분)으로 구할 수 있다. function f : Rn → R가 있을 때, x = {x1, · · · , xn}에
대한 partial derivative는 다음과 같다. 즉, 한 변수에 대해서만 differentiate한 것이다.

∂f

∂x1
= lim

h→0

f(x1 + h, x2, · · · , xn)− f(x)
h

∂f

∂x2
= lim

h→0

f(x1, x2 + h, · · · , xn)− f(x)
h

...
∂f

∂xn
= lim

h→0

f(x1, x2, · · · , xn + h)− f(x)
h

x를 column vector x = [x1, · · · , xn]T라하고,다음과같이각원소에대한 partial derivative로각 column을구
성할수있다.이렇게 multivariate function에대해 partial derivative를모아놓은것을 f에대한Gradient(또
는 Jacobian)라고 한다. ∇x는 x에 대한 gradient임을 나타낸다.

∇xf = gradf = df

dx
= [ ∂f

∂x1
,

∂f

∂x2
, · · · ,

∂f

∂xn
] ∈ R1×n

2. Gradients of Vector-Valued Functions
gradient 개념을 vector-valued function f : Rn → Rm으로 일반화할 수 있다. f와 x = [x1, · · · , xn]T에 대해
function value에 대응되는 vector와 x에 대한 partial derivative는 다음과 같다.

f(x) =


f1(x)
f2(x)

...
fm(x)

 ∈ Rm,
df

dx
=


∂f1(x)

∂x
∂f2(x)

∂x
...

∂fm(x)
∂x


vector-valued function f : Rn → Rm의 모든 first-order partial derivatives(1차 편도함수)의 collection을
Jacobian이라고 한다. 이때 n dimension에서 m dimension으로 보내는 function의 jacobian J는 다음과 같
은 m × n matrix이다. graident는 jacobian의 special case로 이해할 수 있다. 즉, column의 개수는 변수의
개수이고, row의 개수는 image/range/codomain의 dimension이다.

J = ∇xf = df

dx
=


∂f1(x)

∂x1
· · · ∂f1(x)

∂xn

...
...

∂fm(x)
∂x1

· · · ∂fm(x)
∂xn

 , J(i, j) = ∂fi

∂xj

jacobian은 coordinate transformation을 나타내는 matrix이다. 어떤 mapping에 대한 coordinate transforma-
tion을 나타내는 matrix는, 해당 mapping이 linear하다면 단순히 transformation matrix를 찾아 얻을 수 있다.
하지만 non-linear한 mapping에 대해서는 partial derivative를 사용하는 더 general한 방법을 사용해야 한다.
coordinate transformation이 non-linear하다면 jacobian은 이 transformation을 linear한 것으로 근사한다.
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3. Partial Differentiation Rules
partial differentiation에 대해서는 다음과 같은 rule들이 성립한다. 다음 수식에서와 같이 chain rule에서는
마치 분모와 분자의 ∂f가 소거되는 것처럼 계산할 수 있다.

이때 multivariate function에 대한 jacobian이 matrix일 수 있으므로, chain rule은 matrix multiplication의
형태로 작성될 수 있다.

gradient(jacobian)을 구할 때는 우선 shape을 확인한 뒤 계산하는 것이 편리하다.

gradient를 이렇게 column에 각 값을 넣어 row vector처럼 표현하는 것은 연산의 간편함 때문이라고 한다.

다음은 chain rule을 matrix multiplication의 형태로 나타내는 예시이다.

예를 들어, vector y가 m개의 원소를 가지고 vector x가 n개의 원소를 가진다면, jacobian은 m× n matrix가 되고,
이 경우 다음과 같이 변수의 순서를 잘 맞춰 jacobian matrix를 작성할 수 있다.
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dy

dx
=


∂y1
∂x1

· · · ∂y1
∂xn

...
...

∂ym

∂x1
· · · ∂ym

∂xn


다음과 같이 chain rule을 사용해 합성함수에 대한 jacobian을 계산할 때에는, x = g(t)와 같이 function value와
변수를 맞춰주면 이해가 빠르다. 즉, 각 function의 domain과 docomain을 파악하고, 이후 x=g(t) 꼴로 각
function을 정리하면 chain rule로 나타내어 쉽게 풀 수 있다.

loss에 대한 graident로 이런 식으로 구할 수 있다.
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11.2.2. Gradients of Matrices

p× q matrix B에 대한 m× n matrix A의 gradient(jacobian)는 다음과 같이 계산된다.

Jijkl = ∂Aij

∂Bkl

이런 matrix A와 B를 각각 길이가 mn인 vector와 길이가 pq인 vector로 reshape해서 gradient를 계산한 뒤
다시 shape을 맞춰주는 것으로도 계산이 가능하다.

57



gradient of vectors respect to matrices, gradient of matrices respect to matrices에 대한 예시도 나와 있으니,
필요하면 참고하자. 둘 다 각 원소에 대한 partial derivative를 수식적으로 나타낸 뒤 differentiate하거나, 혹은 여러
derivative를 묶여서 더 간단히 나타내는 approach를 사용하고 있다.

11.2.3. Useful Identities for Computing Gradients

다음 수식을 참고해 graident를 더 간단히 계산할 수 있다. 이때 대문자는 matrix, 소문자는 vector(column
vector), tr()은 trace, det()은 determinant이다.

xT Bx에 대한 derivative는 자주 활용하므로 특히 기억하자.

11.2.4. Backpropagation

1. Backpropagation
deep network는 다음과 같이 많은 function들의 합성으로 이해할 수 있고, 이에 따라 chain rule을 활용해 deep
network에서 graident를 Backpropagation(역전파)으로 구할 수 있다. 직접 수식을 확인하고 명시적으로
differntiate하는 것은 그 cost가 많이 들 수 있는데, backpropagation을 활용하면 효율적으로 gradient를 계산
할 수 있다. 다음 수식에서 x는 input, y는 observation(ex. class label)이고, 각 function f1, · · · , fK는 각각의

parameter A와 b를 가진다.

ŷ = (fK ◦ fk−1 ◦ · · · ◦ f1)(x)

deep network의각 layer는다음과같이나타낼수있다.이때 xi−1은 i−1번째 layer의 output이고, σ는 activa-
tion function(ex. ReLU, sigmoid), θ는 parameter집합 {A0, b0, · · · , AK−1, bK−1}이다. input x와 observation
y가 주어졌을 때 이 network를 학습시키려면 모든 parameter Aj , bj (j = 1, · · · , K)에 대한 loss function L의
graident가 필요하다.

f0 = x

fi = σ(Ai−1xi−1 + bi−1) i = 1, · · · , K

L(θ) = ||y − fK(θ, x)||2

backpropagation에의해다음과같이계산할수있다.이때주황색부분은각 layer에서 input에대한 output의
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derivative이고, 파란색 부분은 각 layer에서 parameter에 대한 output의 derivative이다. 또한 이전 layer에서
연산했다면 현재 layer에서는 박스 안에 있는 부분만 새로 계산하면 된다. (세 번째 수식은 마지막 notation이
잘못 표기되어 있음을 유의하자.)

실제로 backprop을 계산할 때에는 위의 figure와 같이 f0(= x), f1, · · · , fk는 function value로 생각하고,
각 function value 사이에 연산(parameter를 활용하는 연산 포함)이 존재하는 것으로 생각하자. 이는
backpropagation이 automatic differientiation의 speical case인 것을 고려하면 쉽게 받아들일 수 있다. 즉,
intermediate variable에 대해 partial differentiate하는 것이다.

2. Automatic Differientiation
Automatic Differientiation(자동미분)은컴퓨터프로그램을통해 intermediate variable들을가지고 chain
rule을 적용해 정확한 gradient를 계산하는 기법이다. 이때 각 변수에는 기본 산술 연산(addition/multiplica-
tion)과 elementary function(sin, cos, exp, log)를 적용한다. 다음 그림과 같이 input x와 output y, 그리고
intermediate variable a, b가 있을 때 그 아래 수식과 같이 x에 대한 y의 gradient를 chain rule로 구할 수 있다.

dy

dx
= dy

db

db

da

da

dx

automatic differientiation에는 forward mode와 reverse mode가 있는데, reverse mode는 backpropagation을
구현한다. x1, · · · , xd를 input variable, xd+1, · · · , xD−1을 intermediate variables, xD를 output variable, gi를

elementary function, Pa(xi)를 graph에서 xi의 parent node로 구성된 집합이라고 하자. forward propagation
은 다음 수식과 같이 정의된다. 즉, 모든 parent node를 elementary function에 넣어 얻은 값이다.

xi = gi(xPa(xi)) i = d + 1, · · · , D

xD = f라고 하면, backpropagation은 다음 수식과 같이 정의된다. 즉, 모든 child node의 derivative를 활용해
derivative를 구할 수 있다.

∂f

∂xi
=

∑
xj :xi∈Pa(xj)

∂f

∂xj

∂xj

∂xi
=

∑
xj :xi∈Pa(xj)

∂f

∂xj

∂gj

∂xi

예를 들어, 다음과 같은 computation graph를 생각할 수 있다.
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11.3. Higher-Order Derivatives
11.3.1. Higher-Order Derivatives

두 변수 x,y를 가지는 function f : R2 → R이 있을 때, higher order derivative는 다음과 같이 나타낸다.

• ∂nf
∂xn : x에 대한 n-th partial derivative.

• ∂2f
∂y∂x = ∂

∂y ( ∂f
∂x ): x에 대한 first derivative에서 y에 대해 구한 derivative.

Hessian은 모든 second-order partial derivative의 collection으로, function f(x, y)에 대한 hessian은 다음과
같이 표기한다. 일반적으로 f : Rn → R에 대한 hessian matrix는 n × n이다. hessian은 function의 곡률을
나타낸다.

∇2
x,yf(x, y) =

[
∂2f
∂x2

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂y2

]

만약 f(x, y)가 두 번 differentiate이 가능한 function이라면 다음 수식이 성립한다. 즉, differentiate의 순서는
중요하지 않다. 이에 따라 hessian matrix는 symmetric이다.

∂2f

∂x∂y
= ∂2f

∂y∂x

11.3.2. Multivariate Taylor Series

Multivariate Taylor Series는 임의의 multivariate function f를 특정 위치 x0에 대해서 polynomial로
근사하는 방법론으로, f를 어떤 항의 무한한 합으로 표현한다.

x0에서 f : RD → R의 n차 Multivariate Taylor Polynormial은 다음과 같이 정의된다. 이때 Dk
x(x0)는 x0

에서의 k차 derivative이고, δ = x− x0이다.

Tn(x) =
n∑

k=0

Dk
x(x0)
k! δk

smooth function(연속이고 미분가능한) f ∈ C∞, f : R → R에 대해, x0에서의 taylor series는 다음과 같
이 정의된다. 즉, taylor series는 무한대까지 항을 더하는 taylor polynomial이라고 할 수 있다. 이때 만약
f(x) = T∞(x)라면 f를 Analytic(해석적)하다고 한다. x0 = 0에서의 taylor series는 Maclaurin Series라고도
한다.
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T∞(x) =
∞∑

k=0

Dk
x(x0)
k! δk

이때 δk는 δ에 대한 outer product를 k번 한 것이다.

더 정확하고 복잡한 계산 과정은 교재를 참고하자.

계산 연습은 교재에 나와 있는 예시인 x2 + 2xy + y3에 대한 multivariate taylor polynomial을 구하는 걸로 하자.
이 예시에서만 해도 3차 이상의 differentiate가 필요하므로 추후 시간이 나면 해보자.

12. Probability and Distributions
ML model과, 그 model이 생성한 결과에 대한 uncertainty(불확실성)을 정량화하는 것이 중요한데, 이때 사용되는
것이 관심 있는 속성의 집합에 random한 실험의 결과를 매핑하는 개념인 random variable이다. random variable
과 관련해서 특정 결과가 발생할 확률을 측정하는 function을 probability distribution이라고 한다.

"Probability theory은 실험에서 무작위로 발생하는 결과를 설명하는 수학적 구조를 정의하는데 그 목적을 둡니다.
예를들어,하나의동전을던질때,우리는결과를확정할수는없습니다.하지만여러번동전을던졌을때,평균적인
결과에서 regularity를 관측할 수 있습니다. 이러한 확률의 수학적 구조를 사용하여 automated reasoning(자동화된
추론)을 수행하는 것이 목표이며, 이러한 의미에서 확률은 logical reasoning(논리적 추론)을 일반화합니다."

12.1. Probability and Distributions
12.1.1. Philosophical Issues

Plausible reasoning(개연적 추론)은절대적인증명이아니라, plausibility(그럴듯함)을근거로결론을도출
하는사고방식을말한다.반면 Logical Reasoning(논리적추론)은사실이나전제를바탕으로논리규칙을적
용하여결론을도출하는사고방식을말한다. automated reasoning system을구축할때,고전적인 boolean logic
은 plausible reasoning을 표현하지 못했다. probability theory는 plausible reasoning까지 포함하는 boolean
logic의 일반화라고 생각할 수 있고, ML에서는 automated reasoning system의 설계를 위해 이를 활용한다.

Cox-Jaynes theorem은 plausibility가 수학적 규칙을 정의하는 데에 사용될 수 있음을 보인다. 이 theorem에
의하면 plausibility는 다음과 같은 성질을 만족시켜야 한다.

1. Degrees of plausibility는 실수(real numbers)로 표현된다.

2. 이러한 수치는 common sense에 근거해야 한다.
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3. 추론 결과는 아래에서 설명하는 ‘consistent’라는 단어의 세 가지 의미와 일치해야 한다.

(a) Consistency or non-contradiction : 다른 수단을 통해 동일한 결과에 도달할 수 있을 때, 동일한
plausibility가 모든 경우에 대해 발견되어야 한다.

(b) Honesty : 이용가능한 모든 데이터가 반드시 고려되어야 한다.

(c) Reproducibility : 두 가지 문제에 대해 우리 지식의 상태(state of knowledge)가 같다면, 그 두 가지
문제에 대해 동일한 정도의 plausibility가 할당되어야 한다.

probability에 대해서는 2가지 주요 접근 방식이 있다. Frequentist(빈도주의적) 해석은 사건의 발생 빈도에 기
반해 객관적으로 분석하고, 어떤 사건에 대한 probability는 무한한 데이터를 가지고 있을 때 극한에서 사건이
발생하는 상대적 빈도로 나타낸다. Bayesian(베이지안) 해석은 사건의 빈도가 아니라 주관적 믿음의 정도를
probability로 나타내고, 새로운 사건이 추가될 때마다 그 믿음을 수정하는 접근이다.

probability theory는 모집단의 특성을 모두 알고 있다고 가정하고, 미래에 발생할 event에 대해 예측한다.
반면 Statistic(통계학)에서는 모집단의 실제 특성을 알지 못하는 상태에서, 관측된 결과를 바탕으로 모집단의
특성을 추정하고 검증한다.

12.1.2. Probability and Random Variables

1. Probability Space
Probability Space는 무작위 사건을 수학적으로 모델링하기 위한 구조로, (Ω,A, P )로 구성된다.

• Sample Space(표본 공간) Ω:실험에서발생할수있는모든단일결과들의집합.관측가능한데이터에
대한 전체 범위를 정의한다. sample space의 모든 결과들이 가지는 probability의 합은 1이다.

• Event Space(사건 공간) A: sample space Ω 의 부분집합들을 원소로 가지는 집합족(집합을 원소로
하는집합).단일결과들만으로는복합적인상황을다루기어렵기때문에, sample space의결과들을묶어
proabability를 측정할 수 있는 대상인 event(사건)을 구성한다.

• Probabiltiy(확률) P : event space에 속하는 개별 event A ∈ A에 대하여 0 이상 1 이하의 실수 값을
할당하는 function으로, event A에 대한 probability는 P (A)로 표기한다.

예를 들어, 주사위를 굴리는 sample space는 Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, 짝수가 나오는 event는 A = {2, 4, 6}이고 그
probability는 1

2이다. 이런 event들의 집합이 event space이다.

2. Random Variable
어떤 real-world phenomenon을 모델링할 때에는, probabilities on quantities of interest인 subset를 포함하
는 Target Space T를 활용한다. 이때 target space의 요소를 State라고 한다. 이를 위해 sample space의
원소를 target space의 원소로 mapping하는 function X : Ω → T를 사용하는데, 이 function을 Random
Variable(확률변수)이라고 한다. random variable은 특정 Probability Distribution(확률분포)을 따라

분포한다.

random variable은 그 자체로 고정된 값을 가진다기보단, 무한히 다양하게 변할 수 있는 값들의 묶음을 나타
낸다. 이에 따라 random variable에 대한 distribution에 대해서도 이야기할 수 있다.

이때 특정 event S ∈ T에 대해 PX(S)는 다음과 같이 random variable X에 대응되어 발생하는 sample space
의 특정 사건과 대응된다.

PX(S) = P (X ∈ S) = P (X−1(S)) = P ({w ∈ Ω : X(w) ∈ S})

하나의 random variable에 대한 분포를 Univariate Distribution이라 하고, 둘 이상의 random variable
들에 대한 분포는Multivariate Distribution이라고 하며 이때 state는 random variable들로 구성된 vector
이다.기본적으로 univariate distribution과 multivariate distribution각각에서값 x는각각 x와 x로나타낸다.
(하지만 본 요약본에서는 작성자의 편의를 위해 혼용한다. 지키는 경우도 있지만 지키지 않는 경우도 있다.)

예를 들어, 두 개의 동전을 돌려서 앞면이 나오는 횟수를 셀 때, random variable X는 앞면이 나오는 횟수라고
할 수 있다. 이때 가능한 결과는 X(hh) = 2, X(ht) = 1, X(th) = 1, X(tt) = 0이고, T = {0, 1, 2}이다. X = 2
에 대한 확률은 P (X = 2) = 1

4이다.
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12.1.3. Discrete Probabilities and Continuous Probabilities

1. Discrete Probabilities
target space T가 discrete할 때, random variable X가 특정 값 x ∈ T를 가질 probability를 지정할 수 있
다. 이때의 X를 Discrete Random Variable(이산확률변수)이라 하고, P (X = x)를 Probability Mass
Function(PMF, 확률질량함수), 이때의 distribution을 Discrete Probability Distribution(이산확률분
포)라 한다.

2. Continuous Probabilities
target space T가 continuous할 때, T는 real line이 된다. 또한 이런 경우 random variable X에 대한 prob-
ability는 P (a ≤ X ≤ b)와 같이 구간으로 표현하는 것이 자연스럽다. 이때의 X를 Continuous Random
Variable(연속확률변수)이라 하고, 다음의 두 가지 조건을 만족하는 function f : RD → R를 Probability
Density Function(PDF, 확률밀도함수)이라 한다.

1. ∀x ∈ RD : f(x) ≥ 0. 즉, non-negative이다.

2. 다음을 만족하는 integral이 존재한다. 즉, RD 공간 전체에 대해 integral(다변수적분)하면 1이 된다.

∫
RD

f(x)dx =
∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
f(x1, · · · , xD)dx1 · · · dxD = 1

random variable X에 대한 probability는 다음과 같이 나타낼 수 있다. 이때 특정 값에 대한 probability는
P (X = x) = 0이다.

P (a ≤ X ≤ b) =
∫ b

a

f(x)dx

이때의 distribution을 Continuous Probability Distribution(연속확률분포)라 한다.

또한 multivariate real-valued random variable X = [X1, · · · , XD]T와 state x = [x1, · · · , xD]T ∈ RD에 대한

Cumulative Distribution Function(CDF, 누적분포함수)는 다음과 같이 정의된다. CDF는 관습적으로
많이 사용한다고 한다.

PX(x) = P (X1 ≤ x1, · · · , XD ≤ xD)

=
∫ x1

−∞
· · ·
∫ xD

−∞
f(z1, · · · , zD)dz1 · · · dzD

3. ML에서의 Distrete/Continuous Probabilities
ML 문헌에서는 PMF를 distribution, PDF를 density, CDF를 distribution이라고 칭한다. 또한 다음과 같은
notation을 사용한다.

Cartesian Product(데카르트 곱, 곱집합)은 두 집합 A와 B에서 각각 원소를 하나씩 뽑아 만들 수 있는 모든 가능한
순서쌍의 집합을 말한다.

당연하게도 discrete/continuous distribution은 그 양상에서 차이가 있다.
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12.1.4. Joint Probability and Marginal Probability

1. Joint Probability
target space가 discrete할 때, 여러 random variable들에 대한 probability distribution을 다음 그림과 같이
이해할 수 있다.

Joint Probability는 두 event의 교집합에 대한 확률이며 다음과 같이 각 random variable에 대한 cartesian
product로 나타낸다. 이때 nij는 state가 xi, yj인 event의 수, N은 모든 event의 수이다. 이때 p는 probability
mass function으로, state를받아서 probability를출력하는 function으로이해할수있다.어떤 random variable
이 probability distribution p(x)에 따라 분포한다는 것을 X ∼ p(x)로 표기한다.

p(xi, yj) = P (X = xi, Y = yj) = P (X = xi ∩ Y = yj) = nij

N

target space가 continuous한경우, probability distribution은연속적인공간에서 정의되므로 PMF 대신 PDF
p(x, y)를사용한다.이때두 random variable에대한 joint probability는특정영역면적에대한이중적분으로
계산된다.

P (a ≤ X ≤ b, c ≤ Y ≤ d) =
∫ d

c

∫ b

a

p(x, y)dxdy

2. Marginal Probability
당연하게도 random variable이 여러 개 정의되어 있어도, 다른 random variable에 관계없이 특정 random
variable에 대한 probability distribution을 표기할 수 있다. 이를Marginal Distribution(주변 분포)이라고
한다. 특정 random variable의 영향을 모두 더하거나 적분하여 소거하고, 남은 variable만의 순수한 proba-
bility distribution를 구하는 과정을 Marginalization(주변화)라고 하며, 이때의 proabability를 Marginal
Probability(주변 확률)라고 한다.

위의 그림과 같은 discrete probabiltiy distributaion에서는 각 column의 합을 ci라고 했을 때 P (X = xi) = ci

N
으로 X에 대한 marginal distribution을 나타낼 수 있다. 또한 이 경우에도 해당 random variable에 대한
probability의 합은 1이다.

continuous probability distribution에서의 marginal distribution 역시 관심 없는 다른 random variable에 대
해 적분해 얻을 수 있다. 예를 들어, X 에 대한 marginal PDF p(x)는 joint PDF p(x, y)를 Y가 가질 수 있는
모든 가능한 y의 구간에 대해 적분하여 얻는다.
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p(x) =
∫

p(x, y)dy =
∫

p(x)p(y|x)dy =
∫

p(y)p(x|y)dy

이는 discrete space에서 각 column이나 row의 합을 구하던 연산이 continuous space에서 적분으로 전환된
것이다. 도출된 marginal PDF p(x) 를 모든 x 의 구간에 대해 적분한 값은 항상 1이다.

12.1.5. Conditional Probability and Likelihood

X = x0일 때, Y = y인 경우의 probability를 Conditional Proabability(조건부 확률)라고 하며 p(y|x0)로
표기한다. 위의 그림에서는 P (Y = yj |X = xi) = nij

cj
로 이해할 수 있다.

뒤에서다루겠지만 p(y|x)는 likelihood로도이해할수있다. Likelihood(우도)는 p(y|x)에대해 y가이미관측
된상태에서, y를발생시켰을 x가얼마나타당한지(plausible)를나타내는값이다.즉, p(y|x)크기는 likelihood
이고, 이는 y에 대해 x가 통계적으로 얼마나 관련이 있는지를 나타낸다. p(y|x)는 likelihood of x (given y)
또는 probability of y (given x)로표기한다. likelihood는 probability와동일한수식 p(y|x)를기반으로하지만,
probability는 x가 알려진 상태에서 y가 관측될 가능성을 말하므로 고정되는 변수가 다르다. ML에서는 y가
학습 데이터, x가 가중치에 해당되며, likelihood를 최대로 하는 x를 찾는 것을 목적으로 한다.

conditional probability와 likelihood는 continous probability distribution에서도 성립한다.

어떤 probability에 대한 수식의 모든 항에 conditional을 추가(Conditionalization)할 수 있다. 예를 들어,
bayes’ theorem에는 다음과 같이 적용 가능하다.

p(Z | X, θ) = p(X, Z | θ)
p(X | θ)

12.2. Bayes’ Theorem
12.2.1. Sum/Product Rule

probability distribution이 정해지면, 두 가지 기본적인 규칙인 sum/product rule만이 존재하고, 이 rule을
사용해 joint distribution을 marginal distribution과 연결할 수 있다.

1. Sum Rule
Sum Rule은 다음과 같다. 이때 Y는 random variable Y의 target space이다. 즉, 이 식은 random variable Y
의 state 집합을 모두 더하는 것이다. 즉, 이는 marginalization이다.

p(x) =


∑
y∈Y

p(x, y) (if y is decrete)∫
y∈Y

p(x, y)dy (if y is continuous)

이에 따라 어떤 multivariate distribution의 값 x = [x1, · · · , xD]T에 대한 marginal은 다음과 같이 계산할 수
있다. 즉, xi에 해당하는 것을 제외한 모든 random variable에 대해 sum rule을 적용하는 것이다.

p(x) =
∫

p(x1, · · · , xD)dx\i

2. Product Rule
Product Rule은 다음과 같다. 즉, x, y가 동시에 일어날 probability는 x가 일어나면서 x가 일어났을 때 y
가 일어날 probability이다. 이와 같이 joint distribution을 marginal distribution과 conditional distribution
의 곱으로 인수분해할 수 있다.

p(x, y) = p(y|x)p(x)
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12.2.2. Bayes’ Theorem

Bayesian Statistics(베이지안 통계)는 새로운 데이터를 통해 기존의 믿음(probability)을 업데이트하며 확
률을 계산하는 통계적 방법론이다. Bayes’ Theorem(베이즈 정리)는 random variable x와 그 사전 지식
p(x)가 있다고 했을 때, y를 관측한 이후 x에 대한 probability를 계산하는 방법을 정의한다. 그 수식은 다음과
같고, 이는 product rule에서 유도되었다.

• Prior(사전 확률)는 아직 관측되지 않은 random variable x에 대한 주관적인 사전 지식이다.

• Likelihood(우도)는 주어진 x 하에서 y가 발생할 probability로, x와 y가 얼마나 관련이 있는지로도
이해할 수 있다.

• Posterior(사후 확률)는 y를 관측한 이후에 x에 대한 probability로, bayesian statistics에서 quantity
of interest이다. y 관측 이후의 x의 probability distribution을 의미한다.

• Evidence 또는 Marginal Likelihood는 likelihood를 prior에 대해 가중 평균한 기댓값으로, y가 발
생할 수 있는 전체 probability를 의미한다. 이는 다음과 같이 계산된다. 이는 분모에서 normalization을
수행하는 것으로도 이해할 수 있다.

p(y) =
∫

p(y|x)p(x)dx = EX [p(y|x)]

정리하면, posterior는 prior와 likelihood의 곱에 비례하며, 이를 marginal likelihood로 나눠 전체 probability
distribution의 합이 1이 되도록 normalization한 것으로 이해할 수 있다. 등식 자체는 product rule에 의해
성립한다.

bayes’ theorem은 그 수식 상 x와 y 사이의 관계를 뒤집을 수 있도록 하기 때문에 Probabilisic Inverse라고도
부른다.

이때 likelihood p(x|θ)는 x에 대한 probability distribution이지, θ에 대한 probability distribution이 아니다.
이는 θ에 대한 probability가 아니라, θ가 x를 얼마나 잘 설명하는지를 나타내는 수치이다. θ에 대해 적분해도
1이 되지 않는다.

ML에서 bayes’s theorem은 데이터 X가 관측되었을 때 parameter θ의 probability distribution을 도출하는
도구로 사용한다. 즉, 다음과 같다. likelihood와 prior의 곱은 어떤 parameter가 존재할 때 관측값이 도출될
probability이고, 이는 p(X|θ)p(θ) = p(X, θ)로 해당 값이 θ와 X의 joint probability인 것으로도 이해할 수
있다. 또한 evidence는 해당 값들의 총합이 1이 되도록 하기 위한 regularization을 수행한다. posterior는 실제
데이터X와대조해본 likelihood결과를바탕으로,초기의 prior를수학적으로보정하여새롭게정한 parameter
θ의 proabability distribution이다. 즉, posterior는 관측된 데이터를 고려한 새로운 distribution인 것이다.

p(θ|X) = p(X|θ)p(θ)
p(X)

"posterior는 decision-making system내에서사용될수있고, full posterior를갖는것은매우유용하고 disturbances
에 견고한 결정을 내릴 수 있습니다. 예를 들어, 모델 기반의 강화학습에서 plausible transition functions의 full
posterior를 사용하여 아주 빠른 학습이 가능한데, posterior의 최댓값에 초점을 맞추면 일관된 실패를 일으킵니다.
따라서, full posterior를 갖는 것은 downstream task에서 매우 유용합니다."

12.3. Summary Statistics and Independence
random variable의 집합을 요약하고, random variable 쌍을 비교하는 방법을 알아보자. mean과 (co)variance는
확률 분포의 특성(expected value and spread)를 묘사하는데 유용하다.
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12.3.1. Expected Value

1. Expected Value
Expected Value(기댓값)은 특정 probability distribution을 따르는 random variable X가 가질 수 있는
모든 가능한 값에 대해, 각 값이 발생할 probability를 가중치로 반영하여 산출한 이론적인 중심값이다. 이는
population mean(모집단의평균) µ와수학적으로동일하다. univariate random variable X ∼ p(x)의 function
g : R → R에 대한 expected value는 다음과 같이 정의된다. 이는 random variable X를 따를 때, 값 g(x)들을
평균낸다는 것을 의미한다.

EX [g(x)] =


∫

X

g(x)p(x)dx if X is a continuous random variable∑
x∈X

g(x)p(x) if X is a discrete random variable

이때 random variable X에 대한 expected value는 g(x) = x일 때 정의된다. 즉, 다음과 같다.

E[X] =


∫

X

xp(x)dx if X is a continuous random variable∑
x∈X

xp(x) if X is a discrete random variable

multivariate random variable X = [X1, · · · , XD]T의 function g : RD → RD에대한 expected value는다음과
같이 정의되고, 각 요소 Xi에 대한 계산 방법은 univariate와 동일하다. 즉, 각 요소에 대해 expected value
를 계산하면 된다. 또한 아래에서 설명하는 것처럼 expected value는 linearity를 가지므로, vector나 matrix에
대한 expected value 계산은 개별 요소에 대한 계산하는 것으로 생각할 수 있다.

EX [g(x)] =

 EX1 [g(x1)]
...

EXD
[g(xD)]

 ∈ RD

expected value는 linear operator이다. 즉, scalar a, b, c ∈ R, vector x ∈ RD와 f(x) = ag(x) + bh(x) + c
에 대해 다음이 성립한다. 이는 수식을 전개해 보면 당연하다. 이때 random variable이 vector에 해당하고,
random variable이 아닌 vector나 matrix도 scalar처럼 적용된다.

EX [f(x)] = aEX [g(x)] + bEX [h(x)] + c

2. Median/Mode
Median(중앙값)은 중간에 있는 값으로, discrete probability distribution에서는 값이 정렬되어 있을 때 중간
에 있는 값을 의미하고, continous probability distribution에서는 CDF가 0.5인 값으로 정의된다. 비대칭이거
나 long tail distribution의 경우 median은 mean보다 더 직관에 가까운 값을 나타낸다. median은 univariate
random variable에 대해서만 정의된다.

Mode(최빈값)은 가장 자주 등장하는 값을 말하며, discrete probability distribution에서는 가장 많이 나타난
값이고, continous probability distribution에서는 PDF가 peak인 지점이다.

사용하는 random variable이 명확하면 아래 첨자의 X 등은 생략하기도 한다.

12.3.2. Covariance

1. Covariance
두 random variable에 대한 Convariance(공분산)는 두 random variable이 얼마나 의존적인지를 나타내며,
각 deviation(편차)의곱을평균낸값을갖는다. univariate random variable X, Y에대한 convariance는다음과
같이 정의된다. 또한 첨자를 생략하고 expect value의 linearity를 고려하면 더 정리할 수 있다.
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CovX,Y [x, y] = EX,Y [(x− EX [x])(y − EY [y])]
Cov[x, y] = E[xy]− E[x]E[y]

state x ∈ Rm, y ∈ Rn multivariate random variable X, Y에 대한 convariance는 다음과 같이 정의된다.
이때의 m× n matrix는 Cross-Covariance Matrix(교차 공분산 행렬)라고 한다.

CovX,Y [x, y] = EX,Y [(x− EX [x])(y − EY [y])T ]
Cov[x, y] = E[xyT ]− E[x]E[y]T

=


Cov[x1, y1] Cov[x1, y2] . . . Cov[x1, yn]
Cov[x2, y1] Cov[x2, y2] . . . Cov[x2, yn]

...
...

. . .
...

Cov[xm, y1] Cov[xm, y2] . . . Cov[xm, yn]


2. Variance
한 random variable에 대한 covariance는 Variance(분산)라고 하며, V[x]로 표기한다. variance의 제곱근은
Standard Deviation(표준편차)이라고 하며, σ(x)로 표기한다.

univariate random variable X에 대한 variance는 다음과 같이 계산할 수 있다. 이를 Raw-Score Formula
for Variance라고 한다.

V[x] = E[x2]− E[x]2

state x ∈ RD를 가지는 multivariate random variable X에 대한 variance는 다음과 같이 계산할 수 있다.

VX [x] = Cov[x, x] = E[(x− E(x))(x− E(x))T ]
= E[xxT ]− E[x]E[xT ]

=


Cov[x1, x1] Cov[x1, x2] . . . Cov[x1, xD]
Cov[x2, x1] Cov[x2, x2] . . . Cov[x2, xD]

...
...

. . .
...

Cov[xD, x1] Cov[xD, x2] . . . Cov[xD, xD]


이때의 variance는 개별 dimension 간의 관계를 나타내며, 이때의 D ×D matrix를 Covariance Matrix(공
분산 행렬)라고 한다. covariance matrix는 symmetric, positive semi-definite이며, spread를 나타낸다. 이때
대각성분은각좌표축방향으로데이터가얼마나넓게분포하는지를나타내고,비대각성분은두 variable간의
상관관계에의해데이터가어떤방향으로쏠려있는지를나타낸다.또한대각성분의값들은 X의각 dimension
에 대한 marginal distribution 각각의 variance이다.

3. Correlation
서로 다른 random variable 쌍의 covariance를 비교할 때, 각 random variable 자체의 variance가 covariance
값에 영향을 미친다. 이에 따라 다음 수식과 같이 covariance를 정규화한 것을 Correlation(상관계수)이라고
한다. correlation은 두 distribution 간의 선형적 관계의 강도/방향을 측정한다.

corr[x, y] = Cov[x, y]√
V[x]V[y]

∈ [−1, 1]
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covariance matrix에서각요소를 standard deviation으로나눈 matrix를 Correlation Matrix라고한다.즉,
이는 random variable x

σ(x)에 대한 covariance matrix이다.

두 변수 간의 correlation이 양수이면 Positive Correlation, 음수이면 Negative Correlation이 있다고
한다. 0이면 correlation이 없다고 한다.

4. Inner Product와의 관계
random variable은 vector space에서 vector로 취급될 수 있다. 이 space에서 covariance를 inner product로
정의할 수 있다. 즉, covariance는 linear, symmetric, positive definite이다.

⟨X, Y ⟩ = Cov[x, y]

또한 다음과 같은 norm을 정의할 수 있는데, 이에 따라 random variable의 standard deviation가 norm인 것을
알 수 있다. norm이 클수록 불확실성이 크고, norm이 0이면 deterministic하다.

||X|| =
√

Cov[x, x] =
√
V[x] = σ[x]

이 space에서 두 vector인 random variable 사이의 angle은 다음과 같이 계산할 수 있다. 즉, correlation을
기하학적으로 두 random variable 간의 angle로 생각할 수 있다. 두 random variable의 correlation이 0이라면
서로 orthogonal하다.

cos θ = ⟨X, Y ⟩
||X|| ||Y ||

= Cov[x, y]√
V[x]V[y]

본 요약본에서는 better intuition을 위해 covariance matrix를 positive definite이라고 가정한다.

다음 예시에서 선형적 관계가 강한지 약한지에 따른 correlation을 확인할 수 있다.
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12.3.3. Mean & Covariance of Joint Distribution

joint distribution p(x, y)에 대한 mean과 covariance는 다음과 같이 x, y를 수직으로 연결한 vector에 대해
계산해 얻는다.

z =
[
x
y

]
mean과 covariance는 다음과 같이 계산된다. 이때 Σxx는 covariance matrix이고, Σxy는 cross-covariance ma-
trix이다.

µ = E[z] =
[
E[x]
E[y]

]
=
[
µx

µy

]
Σ = Cov(z) = E[(z − µ)(z − µ)T ] =

[
Σxx Σxy

Σyx Σyy

]

12.3.4. Population vs. Empirical

지금까지살펴본 expected value는 Population Mean(모평균)이라고도하고, covariance는Population Covariance(모
공분산)라고도한다.하지만실제데이터셋또는관측값들을사용하는경우,이런 Population Statistics(모집단
통계)대신 Empirical Statistics(경험적통계)를사용해야할수있다.이때의mean/covariacne를Empirical(또
는 Sample) Mean/Covariacne라고 한다.

expected value 또는 population mean은 random variable이 가지는 이론적인 중심값인 반면, sample mean
은 실제 관측된 데이터들의 집합이 가지는 중심값이다. 관측을 수행하는 표본의 크기 n 이 무한히 커질수록,
관측된 sample mean은 해당 random variable이 가지는 이론적 expected value E[X] 에 확률적으로 수렴하게
된다. 즉, expected value는 무한히 많은 관측을 수행했을 때 sample mean이 도달하게 될 수학적 한계치이다.

xi ∈ RD, i = 1, · · · , N인 multivariate 관측값들에 대한 empirical mean µ와 empirical covariance matrix Σ
는 다음과 같이 구할 수 있다. empircial covariance matrix 또한 symmetric, positive definite하다.

µ = 1
N

N∑
n=1

xn, Σ = 1
N

N∑
n=1

(xn − µ)(xn − µ)T

당연하게도 univariate 관측값들에 대한 variance는 다음과 같이 구할 수 있다.

VX [x] = EX [(x− µ)2] = EX [x2]− (EX [x])2

혹은 다음과 같이 실제 관측값들에 대한 pairwise difference를 계산해 variance(정확히는 variance에 2를 곱한
값)를 구할 수도 있다.

1
N2

N∑
i,j=1

(xi − xj)2 = 2[ 1
N

N∑
i=1

x2
i − ( 1

N

N∑
i=1

xi)2]

12.3.5. Statistical Independence

1. Statistical Independence
만약 다음 식이 성립한다면 두 random variable X, Y는 Statistically Independent하다고 한다. 이는 y의
값이 x에 의한 추가 정보와 관련이 없는 경우를 의미한다(반대의 경우도 성립).

p(x, y) = p(x)p(y)
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만약 X, Y가 independent하다면, 다음이 성립한다. 이 중 위의 2가지는 역 또한 성립한다. 아래의 2개는 역이
성립하지 않는데, 이 두 수식은 correlation이 없음을 나타내는 것으로, independent하면 correlation이 없지만
corelation이 없다고 항상 independent한 것은 아니기 때문이다. 예를 들어, x와 x2은 correlation이 없지만,
서로 dependent하다.

• p(x|y) = p(x)

• p(y|x) = p(y)

• V[x + y] = V[x] + V[y]

• Cov[x, y] = 0

2. Conditional Independence
만약다음식이성립한다면두 random variable X, Y는 Conditionally Independent하다고하고, X ⊥⊥ Y |
Z로 표기한다. p(x, y|z)는 z가 관측되었을 때 x, y가 동시에 관측될 probability를 의미한다. 즉, conditional
independence는 z를 알고 있으면 x와 y의 distribution이 분해됨을 의미한다. 이는 product rule을 적용해
분해할 수 있다. statistically independent하면서 조건에 들어갈 때도 빼버릴 수 있는 것으로 이해할 수
있다.

p(x, y|z) = p(x|z)p(y|z)
p(x, y|z) = p(x|y, z)p(y|z)

위의 식을 정리하면 다음과 같다. 즉, z에 대한 정보를 알고 있을 때, y에 대한 정보를 알게 되어도 x의 정보가
변경되지 않음을 의미한다.

p(x|z) = p(x|y, z)

앞서 언급했었는데, p(x, y) = p(x|y)p(y)와 같은 probability equation(확률 항등식)에서는 모든 항에 동일한
조건 z 등을 추가해도 항상 성립한다. p(x, y|z) = p(x|y, z)p(y|z)가 product rule을 적용한 결과는 모든 항에
조건 z를 추가한 수식으로 이해할 수 있다.

3. I.I.D.
I.I.D.(Independent and Identically Distributed)는 random variable의 집합이 independent하고, 모든
random variable들이 동일한 distribution을 가지는 경우를 말한다. 이 경우 해당 random variable들에 대한
joint distribution은 개별 random variable의 distribution의 단순 곱이 된다.

P (X1, X2, . . . , Xn) =
n∏

i=1
P (Xi)

12.4. Gaussian Distribution
gaussian distribution은 continuous-valued random variables에 대해 가장 연구가 잘 되어 있는 distribution이다.
또한 inference에 필요한 여러 편리한 특성들을 가지고 있다(sum, product, transformation).

12.4.1. Gaussian Distribution

1. Gaussian Distribution
Gaussian Distribution(가우시안 분포) 또는 Normal Distribution(정규분포)은 continuous probability
distribution의 하나이다. gaussian distribution은 mean과 variance만으로 형태가 완전히 결정되며, 평균을 중
심으로 좌우가 완벽하게 대칭인 PDF를 가진다. gaussian distribution의 PDF를 Gaussian Density라고도
한다.

univariate random variable의 경우, gaussian distribution의 PDF는 다음과 같이 정의된다. µ는 mean, σ2는
variance이다.
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p(x) = 1√
2πσ2

exp
(
− (x− µ)2

2σ2

)
multivariate random variable의 경우에는 PDF가 다음과 같이 정의된다. µ는 mean vector, Σ는 covariance
matrix이다. p(x) = N (x|µ, Σ) 또는 X ∼ N (µ, Σ)으로 표기한다. 참고로 여기에서 |Σ|는 determinant를
의미한다.

p(x) = 1
(2π)D/2|Σ|1/2 exp

(
−1

2(x− µ)T Σ−1(x− µ)
)

mean이 0이고 standard deviation이 1인 gaussian distribution은 Standrad Normal Distribution(표준정
규분포)이라고 한다.

2. Joint/Conditional/Marginal
gaussian distribution을 가지는 multivariate random variable에서도 conditional/marginal distribution을 정
의할 수 있고, 둘 다 여전히 gaussian distribution이다. 다음과 같이 random variable x, y에 대한 joint distri-
bution인 p(x, y)가 gaussian distribution을 따른다고 하자.

p(x, y) = N
([

µx

µy

]
,

[
Σxx Σxy

Σyx Σyy

])
이때 p(x), p(y), p(x|y), p(y|x) 또한 gaussian distribution이다. 즉, p(x)는 다음과 같이 x에 해당하는 부분만
가져온 것이다.

p(x) =
∫

p(x, y)dy = N (x|µx, Σxx)

또한 p(x|y)는 다음과 같다.

p(x|y) = N (µx|y, Σx|y)
µx|y = µx + ΣxyΣ−1

yy (y − µy)
Σx|y = Σxx −ΣxyΣ−1

yy Σyx

다음은 univariate/bivariate gaussian distribution의 예시이다.
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위 그림과 같은 bivariate gaussian distribution에 대해 다음과 같이 계산할 수 있다.

12.4.2. Product & Sum of Gaussian Densities

1. Product of Gaussian Densities
두 gaussian density에 대한 product는 다음과 같으며, 여전히 gaussian distribution이다. 이는 두 gaussian
distribution에 대한 bayes’ theorem 등에서 사용될 수 있다.

N (x|a, A)N (x|b, B) = cN (x|c, C)

이때 C와 c, c는 다음과 같다.

C = (A−1 + B−1)−1

c = C(A−1a + B−1b)

c = (2π)− D
2 |A + B|− 1

2 exp
(
−1

2(a− b)⊤(A + B)−1(a− b)
)

a, b는 random variable이 아니지만, c는 gaussian distribution의 형태이므로 편의상 다음과 같이 표기할 수
있다.

73



c = N (a|b, A + B) = N (b|a, A + B)

2. Mixture Density
다음과같은두 density의 mixture를생각하자. p1(x)와 p2(x)는서로다른 mean/variance를가지는 univariate
gaussian distribution이다(multivariate에 대해서도 x2를 xxT인 것으로 바꿔 동일한 방식으로 정의할 수 있

다.). 이때 α는 0 < α < 1인 scalar로, mixture weight이다.

p(x) = αp1(x) + (1− α)p2(x)

mean과 variance는 다음과 같다.

E[x] = αµ1 + (1− α)µ2

V[x] = [ασ2
1 + (1− α)σ2

2 ] + ([αµ2
1 + (1− α)µ2

2]− [αµ1 + (1− α)µ2]2)

이는 다음과 같이 정의할 수 있다.

E[x] =
∫ ∞

−∞
xp(x)dx

=
∫ ∞

−∞
(αxp1(x) + (1− α)xp2(x))dx

= α

∫ ∞

−∞
xp1(x)dx + (1− α)

∫ ∞

−∞
xp2(x)dx

= αµ1 + (1− α)µ2

E[x2] =
∫ ∞

−∞
x2p(x)dx

=
∫ ∞

−∞
(αx2p1(x) + (1− α)x2p2(x))dx

= α

∫ ∞

−∞
x2p1(x)dx + (1− α)

∫ ∞

−∞
x2p2(x)dx

= α(µ2
1 + σ2

1) + (1− α)(µ2
2 + σ2

2)

V[x] = E[x2]− (E[x])2

= α(µ2
1 + σ2

1) + (1− α)(µ2
2 + σ2

2)− (αµ1 + (1− α)µ2)2

= [ασ2
1 + (1− α)σ2

2 ] + ([αµ2
1 + (1− α)µ2

2]− [αµ1 + (1− α)µ2]2)

"Mixture density 에서 각 컴포넌트는 조건부 분포 (conditional distributions) 로 볼 수 있습니다. mixture density
의 variacne 식은 조건부 분산 공식의 한 예이며, 이는 law of total variance 로 알려져 있습니다. 이는 일반적으로
두 개의 확률 변수 X, Y 에 대해 다음과 같은 관계를 만족합니다. VX [x] = EY [VX [x | y]] + VY [EX [x | y]] 즉, X
의 (total) variance 는 expected conditional variance + variance of a conditional mean 입니다."

12.4.3. Sums of Random Variables

1. Sums of Random Variables
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두 random variable X, Y가각각 state x, y ∈ RD를가질때,다음이성립한다.이는 expected value의 linearity
를 활용해 증명할 수 있다.

또한 scalar를더하는것은 random variable의 distribution을바꾸지않으므로, V[x+a] = V[x]와같이 variance
에서 scalar는 제거할 수 있다.

2. Sum of Gaussian Random Variables
gaussian random variable X, Y가 independent라면 x + y 또한 다음과 같은 gaussian distribution을 따른다.
이는 sums of random variable 수식을 사용해 증명할 수 있다.

p(x + y) = N (µx + µy, Σx + Σy)
p(ax + by) = N (aµx + bµy, a2Σx + b2Σy)

density에 대한 sum p(x) + p(y)와 random variable에 대한 sum p(x + y)를 구분하자.

12.4.4. Affine Transformation으로의 적용

1. Affine Transformation으로의 적용
random variable X가 x ∈ RD를 가질 때, affine transformation y = Ax + b를 생각하자. y 또한 random
variable이 되고, x에 대한 exepected value를 µ, covariance matrix를 Σ라 했을 때, expected value와 variance
는 다음과 같이 정리된다. 이는 직접 수식을 전개해 정리해 보면 당연하다.

E[y] = AE[x] + b = Aµ + b

V[y] = V[Ax] = AV[Ax]AT = AΣAT

또한 x, y의 covariance는 다음과 같다.

Cov[x, y] = E[x(Ax + b)T ]− E[x]E[Ax + b]T = ΣAT

2. Gaussian Distribution의 경우
만약 X가 gaussian distribution을 따른다면, affine transformation을 적용한 y = Ax + b도 gaussian distribu-
tion을 따른다. 즉, y ∼ N (Aµ + b, AΣAT )이다. 물론 이는 b = 0인 y = Ax에 대해서도 성립하고, 이때 b가
바뀌어도 variance는 동일하고 µ만 이동하는 것을 알 수 있다.

y = Ax에대한 reverse transformation도구할수있다. A가 invertible이라면위의수식에서와같이 x = A−1y
의 distribution을 구하는 것으로 생각할 수 있고, A가 non-invertible이라면 pseudo inverse에서와 같이 x =
(AT A)−1AT y인 것으로 distribution을 구할 수 있다.

컴퓨터에서의 random sampling을 할 때 복잡한 분포를 바로 sampling하기는 어려우므로, uniform distribution과
같은 간단한 분포를 사용해 난수를 뽑은 후, transformation을 통해 원하는 분포의 샘플링을 얻을 수 있다고 한다.

"Multivariate normal N (µ, Σ) 로부터 샘플을 얻기 위해서, 가우시안 확률 변수의 linear transformation 속성을
이용할수있습니다.만약 x ∼ N (0, I)라면 y = Ax+µ (where AAT = Σ)는평균이 µ이고공분산행렬이 Σ인
가우시안 분포입니다. A 를 선택하는 한 가지 편리한 방법은 공분산 행렬 Σ = AAT 에 Cholesky decomposition
을사용하는것입니다. Cholesky decomposition에서는 A가 triangular이기때문에연산측면에서효율적입니다."
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12.5. Conjugacy and the Exponential Family
ML의 맥락에서 probability distribution 조작을 할 때, closure property(연산 후 동일한 타입의 객체 반환)가 존재
하고, 추가 데이터 추가에 따른 parameter 수정이 존재하지 않고, parameter에 대한 추정이 편리한 것이 좋다. 그런
의미에서 exponential family의효용을살펴보자. statistics, ML에서사용되는대부분의 distribution이 exponential
family에 포함된다.

12.5.1. Conjugacy

posterior가 prior와 form/type이 같다면, 이 prior를 likelihood function에 대한 Conjugate(켤레)라고 한다.
이는 prior와 posterior가동일한분포족(Family of distributions)에속하며, prior가 likelihood와대수적으로
호환되는 수식 구조를 공유하여 parameter 값만 업데이트된다는 것을 의미한다.

bayes’s theorem에 의하면 posterior은 prior와 likelihood의 곱에 비례한다. 하지만 posterior를 분석적으로
계산하려면 evidence를 구하기 위해 모든 공간에 대해 적분을 해야 하는데 이는 계산이 어려우며, 데이터 관측
전에 해당 문제에 대한 지식을 가지고 있지 않을 수 있으므로 prior를 설정하는 것 역시 까다로운 문제다.

하지만 exponential family의 경우 conjugate prior를 사용하면, 복잡한 적분 과정을 거치지 않고 parameter에
대한 단순 덧셈을 하는 것만으로 posterior를 도출할 수 있다.

12.5.2. Bernoulli/Binomial/Beta Distribution

1. Bernoulli Distribution
Bernoulli Distribution(베르누이 분포)은 x ∈ {0, 1}의 state를 가진 single binary random variable X
에 대한 분포이다. 베르누이 분포 Ber(µ)는 X = 1 의 probability를 표현하는 single continuous parameter
µ ∈ [0, 1]에 의해 제어되고, 다음과 같이 정의된다.

p(x|µ) = µx(1− µ)1−x, x ∈ {0, 1}

E[x] = µ

V[x] = µ(1− µ)

2. Binomial Distribution
Binomial Distribution(이항 분포)은 bernoulli distribution으로부터 추출한 N개의 샘플 중 X = 1 이 m
번발생할 probability를설명하는데사용될수있고, binomial distribution Bin(N, µ)는다음과같이정의된다.

p(m|N, µ) =
(

N

m

)
µm(1− µ)N−m

E[m] = Nµ

V[m] = Nµ(1− µ)

3. Beta Distribution
Beta Distribution(베타분포)로 continual random variable µ ∈ [0, 1]에대한분포로,일부 binary event(ex.
bernoulli distribution의 parameter)의 probability를 나타낼 때 주로 사용된다. beta distribution Beta(α, β)
는 두 parameter α > 0, β > 0에 의해 제어되고, 이는 다음과 같이 정의된다.

p(µ|α, β) = Γ(α + β)
Γ(α)Γ(β)µα−1(1− µ)β−1
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E[µ] = α

α + β
, V[µ] = αβ

(α + β)2(α + β + 1)

이때, Γ(·) 은 Gamma Function으로, 다음과 같이 정의된다. 이는 beta distribution을 normalization한다.

Γ(t) :=
∫ ∞

0
xt−1 exp(−x)dx, t > 0

Γ(t + 1) = tΓ(t)

bernoulli/binomial distribution들에 대한 conjugate prior를 살펴보자.

12.5.3. Sufficient Statistics

어떤 random variable의 Statistic(통계량)은 mean, variance 등 해당 sample 집합에 대한 deterministic
function이다. Sufficient Statistic(충분통계량)은 어떤 distribution에서 얻을 수 있는 모든 사용 가능한 정
보를 포함하는 statistic이다. 즉, population(모집단)에 대해 추론하는데 필요한 모든 필요한 정보를 포함하며,
distribution을 표현하는 데에 충분한 statistic이다.

Fisher-Neyman Factorization Theorem에서는, random variable X가 PDF p(x|θ)를 가진다고 가정했을 때,
다음과 같이 작성될 수 있다면 statistic ϕ(x)는 θ에 대해 Sufficient하다고 한다. 이때 h(x)는 θ에 independent
한 distribution이고, gθ는 sufficient statistics ϕ(x)를 통해 θ에 의존적인 모든 정보를 포함한다.

p(x|θ) = h(x)gθ(ϕ(x))
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모든 의존적인(가능한) 정보를 포함한다는 것은 주어진 θ에 대한 x의 probability가 θ에 의존하지 않는 부분과,
ϕ(x)만을 통해서 θ에 의존하는 부분으로 분해될 수 있다는 것을 말한다. 즉, θ에 의존적인 모든 정보는 ϕ(x)가
가지고 있는 것이다.

"동전던지기와같이성공(1)또는실패(0)의결과만가지는독립적인 Sample X = (X1, X2, . . . , Xn)이 Parameter
θ 를 따르는 Bernoulli distribution에서 추출되었다고 가정했을 때, Joint PMF P (X|θ) =

∏n
i=1 θxi(1 − θ)1−xi =

θ
∑n

i=1
xi(1 − θ)n−

∑n

i=1
xi 는 Fisher-Neyman Factorization Theorem에 따라 θ 에 독립적인 함수 h(X) = 1 과

Statistic ϕ(X) =
∑n

i=1 xi 로 정의된 gθ(ϕ(X)) = θϕ(X)(1− θ)n−ϕ(X) 를 통해 P (X|θ) = h(X)gθ(ϕ(X)) 로 분해될
수 있다. 이는 개별 데이터의 관측 순서와 같은 불필요한 세부 사항은 배제하고 오직 총 성공 횟수에 해당하는∑n

i=1 xi 만으로 Parameter θ 를 추정하는 데 필요한 모든 정보를 완전하게 보존할 수 있음을 대수적으로 증명하므
로, 표본의 합

∑n
i=1 xi 는 Bernoulli distribution의 Parameter θ 에 대한 Sufficient Statistic 입니다."

12.5.4. Exponential Family

1. Exponential Family
Exponential Family(지수족)은 paraemter θ ∈ RD에 의해 정의되는 probability distribution의 family이
다. 이는 Fisher-Neyman theorem을 exponential 형태로 나타낸 것으로 이해할 수 있다. 이때 임의의 inner
product를 사용 가능한데, 여기에서는 dot product로 가정한다. A(θ)는 log-partition function이라고 하며,
normalization constant로, 분포의 합이 1이 되도록 한다. ϕ(x)는 sufficient statistic이다.

p(x|θ) = h(x) exp(⟨θ, ϕ(x)⟩ −A(θ))
= h(x) exp(θT ϕ(x)−A(θ))

만약 exponential family에 속하는 어떤 distribution이 존재할 때, exponential의 형태로 정리했을 때, x만
존재하는 항은 h(x), θ만 존재하는 항은 A(θ), x와 θ가 섞여 있는 항을 θT ϕ(x)로 식별할 수 있다. θT ϕ(x)에
대응되는 항을 dot product의 형태로 분리하면 θ와 ϕ(x)를 식별할 수 있다.

exponential family에 대한 직관적인 개념은 다음과 같이 단순화해서 받아들일 수 있다. 이때 θ를 Natural
Parameters라고 하고, 여기에는 추정하려는 매개변수들을 포함시킨다. natural parameter는 해당 probability
distribution의 수학적 양상을 결정하는 값이다.

p(x|θ) ∝ exp(θT ϕ(x))

2. Exponential Family의 Conjugate Prior
bayes’s theorem에서 likelihood가 exponential family인 경우, 다음과 같은 conjugate prior를 갖는다. 이렇게
정의되는 것은 그 구조를 동일하게 맞추기 위해서라고 한다. 이때의 conjugate prior 또한 exponential family
이다.

p(θ|γ) = hc(θ) exp
(〈[

γ1
γ2

]
,

[
θ

−A(θ)

]〉
−Ac(γ)

)
이때의 γ는 prior distribution을 정하는 natural parameter이다. γ1은 vector, γ2는 scalar이다. 이 값을 정하는
것은 실무적 문제이다.

Ac(γ)는 probability의 총합을 1로 만드는 normalization costant로, 이에 따라 evidence를 고려하지 않고

likelihood와 prior의 곱으로 posterior를 정의할 수 있다. 이때 동일한 구조의 두 distribution의 곱이 다음과
같이 단순 덧셈이 되는 것으로 이해할 수 있다. 즉, natural parameter에 대한 덧셈만이 수행된다.
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p(θ|X) ∝ exp
(

θT
n∑

i=1
ϕ(xi)− nA(θ)

)
· exp(γT

1 θ − γ2A(θ))

p(θ|X) ∝ exp

(γ1 +
n∑

i=1
ϕ(xi)

)T

θ − (γ2 + n)A(θ)


어떤 수학적 대상을 하나 이상의 parameter를 사용해 표현하는 것을 Parameterization(매개변수화)이라고 하고,
그 결과물을 Parametric Form(매개변수 형태)이라고 한다. exponential family 수식은 parametric form이다.

다음은 exponential family에 대해 각 항을 식별하는 예시이다.

다음은 likelihood가 exponential family일 때 conjugate prior를 구하는 예시이다.
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12.6. Transformation of Random Variable
알려져 있는 distribution들이 있지만, 이는 매우 제한적이다. 이에 따라 transformation이 적용된 random variable
의 distribution을 확인해보자. 이때 앞서 다룬 것처럼 affine transformation을 적용할 수 있지만, 이런 적용이 어
려운 non-linear transformation을 사용하거나 functional form을 얻지 못할(어떤 distribution인지 알 수 없을) 수
있다.

random variable을 변환한 distribution을 얻는 두 가지 접근 방법을 살펴보자. 하나는 CDF를 사용하는 직접적인
방식이고, 다른 하나는 chain rule을 사용하는 방식이다.

12.6.1. Distribution Function Technique

random variable X, Y에대해 function U에대해서 Y = U(X)가성립한다고하자.다음과같이 CDF FY (y)가
정의되고, CDF를 differentiate하면 PDF f(y)가 된다. 즉, X에 transformation을 적용했을 때의 distribution
을 구할 수 있다. 이때 이런 transformation 이후에는 domain이 바뀔 수 있다.

FY (y) = P (Y ≤ y)

f(y) = d

dy
FY (y)

다음은 distribution function technique의 예시이다.
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또한 random variable X에 대해 monotonically increasing function CDF FX(x)가 존재할 때, Y = FX(x)로 정의
되는 random variable Y는 uniform distribution이다. 이는 uniform distribution에서 데이터를 추출한 뒤, 이 CDF
의 inverse를 활용해 데이터를 얻는 식으로 활용할 수 있다.

12.6.2. Change of Variable Technique

1. Univariate Random Variable에 대한 적용
univariate random variable X와 invertible function U , random variable Y = U(X)를 생각하자. X가 state
x ∈ [a, b]를 가질 때 Y의 PDF는 다음과 같다.

f(y) = fx(U−1(y)) ·
∣∣∣∣ d
dy

U−1(y)
∣∣∣∣ (6.143)

Y에대한 CDF를다음과같이유도할수있다. U가 invertible이므로 strictly increasing또는 strictly decreasing
하고, 이에 따라 inverse를 양변에 적용할 수 있다. strictly decreasing일 경우에는 증명 과정이 약간 다른데,
inverse를취할때부등호를반대로바꾸고,이후 1에서빼는수식으로수정하는것으로비슷하게증명가능하다.

FY (y) = P (Y ≤ y)
P (Y ≤ y) = P (U(X) ≤ y)
P (U(X) ≤ y) = P (U−1(U(X)) ≤ U−1(y)) = P (X ≤ U−1(y))

P (X ≤ U−1(y)) =
∫ U−1(y)

a

f(x)dx

FY (y) =
∫ U−1(y)

a

f(x)dx

이를 y에 대해 differentiate하면 다음과 같다. 이때 PDF는 항상 0보다 크거나 같아야 하는데, U가 strictly
decreasing일 경우 음수가 되므로 절댓값을 씌운다.
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f(y) = d
dy

FY (y) = d
dy

∫ U−1(y)

a

f(x)dx

= fx(U−1(y)) ·
∣∣∣∣ d
dy

U−1(y)
∣∣∣∣

2. Multivariate Random Variable에 대한 적용
fx(x) 를 multivariate random variable X의 PDF라고 하자. 만약 vector-valued function y = U(x)가 x의
domain 내의 모든 값에서 differentiable/invertible이면, y 에 대응되는 값에 대해 Y의 PDF는 다음과 같다.

f(y) = fx(U−1(y)) ·
∣∣∣∣det

(
∂

∂y
U−1(y)

)∣∣∣∣
다음은 bivariate random variable에 대한 예시이다.

13. Continuous Optimization
본 장에서는 ML 모델들을 training하기 위한 수치적 방법들을 다룬다. 즉, objective function이 주어졌을 때, op-
timization 알고리즘을 적용해 최적의 parameter 집합을 찾아본다. 특히 두 가지 main branch인 Unconstrained
Optimization(제약이 없는 최적화)과 Constrained Optimization(제약이 있는 최적화)을 다룬다.

이때 objective function이 항상 미분가능하고, 각 위치에서 gradient를 계산할 수 있다고 가정한다. ML에서 대부
분의 objective function은 최솟값이 최적의 값이다. 직관적으로 최적의 값을 찾는 것은 목적 함수의 valleys를 찾는
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것과같으며, gradient는이 valleys에서오르막길로이끌어주는역할을합니다.이러한아이디어는 (gradient의반대
방향) 내리막길로 이동하여 가장 깊은 지점을 찾는 것입니다.

차수가 낮은 polynomial에 대해서는 직접 differientate해서 최적의 지점을 찾을 수 있지만, 이런 analytic solution
을 찾기 어려운 많은 경우에 대해서는 gradient를 활용해 최적의 지점을 찾아야 한다.

13.1. Gradient Descent
13.1.1. Gradient Descent

Gradient Descent(경사하강법)은 first-order optimization 알고리즘으로, function f : Rn → R의 local
minimum을 찾기 위해, 초기 추측값 x0에서 시작해 다음 수식을 iterate한다. 이때 f에 대한 gradient는 row
vector로 정의했다.

xi+1 = xi − γi((∇f)(xi))T

적절한 scalar γi를 사용했을 때, f(x0) ≥ f(x1) ≥ · · ·은 local minimum으로 수렴한다. 이때의 γ는 Step Size
또는 Learning Rate라고 한다. learning rate가 너무 작으면 수렴하는 데에 너무 오래 걸리고, learning rate
가 너무 크면 수렴하지 못하거나, overshoot되거나, 발산하게 된다.

더 구체적으로는, standard gradient descent는 batch optimization method로, 이때의 batch는 데이터셋 전
체를 말한다. 즉, n = 1, · · · , N으로 data point들이 주어졌을 때, 다음과 같이 매번 데이터셋 전체에 대한
gradient를 활용한다.

xi+1 = xi − γi

N∑
n=1

((∇fn)(xi))T

univariate function에 대해 gradient는 해당 지점에서 접선의 기울기로 생각할 수 있다. multivariate function
에서는 contour line에 orthogonal한방향으로생각할수있다. Contour line(등고선)은 3차원이상의다변수
함수에서 함수의 결괏값이 동일한 지점들을 연결하여 2차원 평면에 투영한 선을 의미한다.

Adaptive Gradient Descent에서는 iteration마다 step size를 rescale한다. 다음과 같은 heuristic으로 동작
할 수 있다.

• Gradient step 이후 함수 값이 증가하면 step-size가 너무 크다는 것이므로, 이 step을 다시 되돌리고
step-size를 감소시킨다.

• 함수값이 감소한다는 것은 step-size가 더 커져도 된다는 것을 의미하므로, step-size를 증가시킨다.

다음은 gradient descent의 예시이다.

83



gradient descent는 수렴이 비교적 느린 optimization으로, local minimum에 근접할수록 수렴이 느려진다.

Ax = b에 대해서도 ||Ax − b|| = (Ax + b)T (Ax + b)에 gradient descent를 적용해 해를 구할 수 있지만, analytic
solution이 이미 존재하고, 매우 느리게 수렴할 수 있다.

13.1.2. Gradient Descent with Momentum

Gradient descent with momentum은 이전 iteration에서 발생한 것을 기억하는 additional term을 도입
하는 기법이다. 이는 다음과 같이 정의된다. 즉, 직전 값을 구하기 위해 사용한 gradient와 momentum 값을,
scalar α로 그 비율을 지정해 함께 사용한다. 이때 α ∈ [0, 1]이다.

xi+1 = xi − γi((∇f)(xi))⊤ + α∇xi

∇xi = xi − xi+1 = α∇xi−1 − γi−1((∇f)(xi−1))⊤

직전 값만을 저장해 두고 활용하지만, 해당 값에는 그 이전 값들이 반영되어 있다.

gradient descent는 curvature(곡률)에따라서매우느릴수있으므로,약간의memory를사용하는것이다.이때
추가된 term은 진동을 감쇠시키고 gradient updates가 부드러워지도록 한다. 공으로 비유하자면, momentum
term은 방향을 바꾸지 않으려는 무거운 공의 특징이라고 생각할 수 있다.

13.1.3. Stochastic Gradient Descent

Stochastic Gradient Descent(SGD, 확률적 경사하강법) 또는 Mini-batch Gradient Descent는 n =
1, · · · , N인 data point들이 존재하고 각각에 대한 loss Ln이 있을 때, 모든 Ln을 사용하는 대신 Ln의 subset을
선택해 gradient descent를 수행하는 기법을 말한다. 즉, 모든 sample에 대한 gradient를 계산하는 것은 비용
(VRAM, latency 등)이 크므로, gradient에 대한 noisy approximation을 사용하는 것이다.

큰 mini-batch size는 더 정확한 gradient approximation을 가능하게 하고, parameter 업데이트의 variacne를
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감소시킨다. 이는 좀 더 안정적인 수렴을 이끌어내지만, 각 gradient 계산 비용이 크다. 반면 더 작은 mini-
batche size를 활용하면 빠른 연산이 가능하고, gradient approximation의 noise로 인해 bad local optima를
벗어날수있다.또한이런 optimization의최종적인목적은 generalization performance를향상시키는것이고,
objective function의 최소값을 정확하게 추정하는 것이 아니기 때문에 그 의의가 더 크다.

또한 subset만을 활용해 optimization해도 거의 확실하게 local minimum으로 수렴한다고 한다.

13.2. Lagrange Multiplier Method
13.2.1. Lagrange Multiplier Method

1. Lagrange Multiplier Method
Lagrange Multiplier Method(라그랑주 승수법)는 보조 변수인 lagrange multiplier λ 를 추가로 사용하는
constrained optimization 기법으로, objective function의 contour line과 Constraint(제약 조건) 곡선이 최
적점에서 서로 접한다는 기하학적 성질을 활용한다. objective function f : RD → R 와 i = 1, . . . , m 에 대해
gi : RD → R 인 constraints gi(x) ≤ 0 이 존재하는 경우, optimization problem은 다음과 같다.

min
x

f(x)

subject to gi(x) ≤ 0 i = 1, . . . , m

lagrange multiplier method에서는 다음과 같이 lagrange multiplier λ 를 추가한 Lagrangian에 대한 opti-
mization을 적용하는 것으로 constrained optimization problem을 푼다. 이때 λi 는 λi ≥ 0 인 scalar이고, λ
는 이들로 구성한 column vector이다. g(x) 또한 gi(x) 로 구성한 column vector이다. 즉, g(x)가 vector 또는
matrix이면 λ도 column vector가 된다.

L(x, λ) = f(x) +
m∑

i=1
λigi(x)

L(x, λ) = f(x) + λ⊤g(x)

λ ≥ 0 제약이 추가되는 이유는, constraints의 경계점 x∗ 에서 objective function이 감소하는 방향 −∇f(x∗)
이 feasible region을 벗어나는 방향인( g(x) ≤ 0 이 조건이므로 gradient를 생각해 보면 당연하다.) ∇gi(x∗)
와 동일한 방향을 가리켜야 하기 때문이다. f(x) 가 최솟값에 도달했다는 것은, constraints를 위반하지 않는
선에서는 더 이상 f(x) 를 감소시킬 수 있는 방향이 존재하지 않는다는 의미이다. 이는 f(x) 를 감소시키는
방향인 −∇f(x∗)가 feasible region을벗어나는방향인 ∇g(x∗)와일직선상에서같은방향을가리키기때문에
이동이 불가능해진 상태가 됨을 의미한다.

최적점에서 objective function f(x) 의 contour line은 constraints 곡면 g(x) = 0 에 접해야 하고, 이때의
두 gradient는 서로 평행하다(부등식 제약 조건 g(x) ≤ 0 이 활성화된 경우 방향이 반대이고 상수배이다.).
이때 contour line과 constraints가 접하는 이유는, 만약 constraints가 contour line을 교차해 지나간다면, 이는
constraints를따라더이동했을때더크거나작은다른 contour line으로진입할수있음을의미하기때문이다.
다중 제약 조건의 경우 objective function의 gradient는 constraints gradient들의 선형 결합으로 표현된다.

만약 constraints가 h(x) = 0 로 등식이라면, 이는 두 개의 부등식 constraints h(x) ≤ 0 과 h(x) ≥ 0 으
로 분리할 수 있다. 즉, h(x) ≤ 0 과 −h(x) ≤ 0 이 있고, 각각의 lagrange multiplier를 λ1, λ2 라 하면

L(x, λ) = f(x) + λh(x) 이고 λ = λ1 − λ2 가 된다. 즉, 등호에 대한 λ 는 부호 제약이 없게 된다.

2. Lagrangian duality
다음 수식과 같이 Lagrangian duality를 적용해 이를 λ 에 대한 문제로 바꿀 수 있다. optimization에서
Duality(쌍대)는 기존의 변수인 Primal Variable x 에 대한 optimization problem(Primal Problem)을
또 다른 변수인 Dual Variables λ 에 대한 optimization problem(Dual Problem)로 변환하는 것을 말한다.
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max
λ∈Rm

D(λ)

subject to λ ≥ 0

이때 dual objective function D(λ) 는 D(λ) = minx∈RD L(x, λ) 로 정의된다. 이때 다음과 같은 Minimax
Inequality(Weak Duality)에 의해 λ ≥ 0 일 때 Lagrangian L(x, λ) 는 x 에 대한 기존 문제의 lower bound
가 된다. 즉, λ 에 대한 문제인 maxλ≥0 minx∈RD L(x, λ) 를 푸는 것이 기존 문제 minx∈RD maxλ≥0 L(x, λ) 에
대한 lower bound를 구하는 것과 같다.

min
x∈RD

max
λ≥0
L(x, λ) ≥ max

λ≥0
min

x∈RD
L(x, λ)

이때 inner product에 대해서 λ⊤g(x) = g(x)⊤λ 가 성립하므로, D(λ) 는 다음과 같다. 즉, 이는 λ 에 대한
affine function들의 pointwise minimum이므로 항상 concave하고, global maximum이 존재한다.

D(λ) = min
x∈RD

(
f(x) + g(x)⊤λ

)
objective function f(x) 나 constraints g(x) 가 non-convex인 경우, local minimum에 빠지기 쉬워 global
minimum을 찾는 것이 수학적으로 어렵다. 반면 D(λ) 는 affine function의 pointwise minimum으로, f(x) 나
g(x) 와 관계없이 항상 concave가 된다(concave임이 증명되어 있다.).

하지만 일반적인 경우에 대한 lagrange multiplier method는 weak duality에 의해 lower bound를 구하는
것일 뿐 항상 최적해가 도출되지는 않고, 이때 KKT는 최적해에 대한 필요조건이다. 즉, primal problem의
해와 dual problem의 해의 차이를 의미하는 Duality Gap이 존재할 수 있다. 반면 해당 problem이 convex
optimization problem인 경우 strong duality이므로 항상 동일한 최적해가 도출되고, KKT는 최적해에
대한 충분조건이다.

optimization problem에서 subject to는 " 라는 제약 조건 하에"라는 뜻으로, 목적 함수를 최소화하거나 최대화할
때 지켜야 할 constraints를 명시할 때 사용한다.

만약 여러 개의 constraints가 존재한다면 다음 수식과 같이 각각의 항을 추가할 수 있다.

L(x, λ, ν) = f(x) +
m∑

i=1
λigi(x) +

n∑
j=1

νjhj(x)
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13.2.2. KKT Conditions

KKT(Karush-Kuhn-Tucker) Conditions는 constrained optimization problem에서 어떤 해가 최적해인
지에 대한 필요조건이다. 즉, KKT conditions가 성립한다고 반드시 최적해인 것은 아니지만, 최적해의 경우
이 조건들이 성립한다. 이는 다음과 같은 optimization problem에 적용 가능하다.

min
x

f(x)

subject to gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , m

hj(x) = 0, j = 1, . . . , p

KKT conditions는 다음과 같은 4가지 조건으로 구성된다.

• Stationary (정상성): Lagrangian L 의 미분값이 최적점에서 0이 되어야 한다.

∇f(x∗) +
m∑

i=1
λ∗

i∇gi(x∗) +
p∑

j=1
ν∗

j∇hj(x∗) = 0

• Primal Feasibility (primal problem의 실행 가능성): 최적해 x∗는 primal problem의 모든 constraints를
만족해야 한다.

gi(x∗) ≤ 0, hj(x∗) = 0

• Dual Feasibility (dual problem의 실행 가능성): lagrange multiplier는 항상 0보다 크거나 같아야 한다.

λ∗
i ≥ 0

• Complementary Slackness (상보 여유성): constraints gi 와 그에 대응하는 lagrange multiplier λi 중

하나는 반드시 0이어야 한다. 즉, constraints가 활성화(Active)되어 gi(x∗) = 0이거나, 비활성화되어
λ∗

i = 0이어야 한다는 것을 의미한다.

λ∗
i gi(x∗) = 0

13.3. Convex Optimization
convex optimization problem에 대해 알아보고, 그 예시를 살펴보자.

13.3.1. Convex Optimization

1. Convex Set and Convex Function
집합 C의 vector x, y ∈ C와, 임의의 scalar 0 ≤ θ ≤ 1에 대해 다음 식이 성립할 때, C를 Convex Set이라고
한다. 집합의 두 요소를 연결하는 직선이 그 집합 내에 존재하는 집합으로도 이해할 수 있다.

θx + (1− θ)y ∈ C
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function f : RD → R의 domain이 convex set일 때, f의 domain에 있는 임의의 두 vector x, y와 임의의 scalar
0 ≤ θ ≤ 1에 대해 다음이 성립하면 f를 Convex Function(볼록 함수)이라고 한다. 또한 convex function의
negative를 Concave Function(오목 함수)이라고 한다.

f(θx + (1− θ)y) ≤ θf(x) + (1− θ)f(y)

function 위 어떤 두 점 간의 직선이 그 function value들보다 항상 위에 있는 함수로도 이해할 수 있다. 즉, f가
미분가능할 때 임의의 두 점 x, y에 대해 다음이 성립하면 convex이다. 또한 f가 두 번 미분가능하다면 hessian
∇2

xf(x)가 positive semidefinite이면 f는 convex이다.

f(y) ≥ ∇xf(x)T (y − x) + f(x)

convex function들의 nonnegative weighted sum도 convex function이다. 즉, convex function f1, f2가 있고,
nonnegative scalar α, β ≥ 0이 있을 때 다음 αf1(x) + βf2(x)도 convex function이다. 즉, function 간 덧셈과
nonnegative scalar 곱은 convexity에 대해 닫혀 있으므로, 이를 활용해 convexity를 확인하는 것이 좋다. 이런
nonnegative weighted sum을 취하는 모든 부등식을 Jensen’s Inequality라고 한다.

2. Convex Optimization Problem
function f가 convex function이고, g, h를 포함하는 constraints가 convex일 때, 이 optimization을 Convex
Optimization Problem이라고한다.즉,다음조건을만족하는 constrained optimization problem을 convex
optimization problem이라고 한다.

convex optimization problem의 경우 global optimality가 보장된다. 또한 Strong Duality를 가지는데, 이는
dual problem의 최적해가 primal problem의 최적해와 같다는 것을 의미한다. 이때 KKT conditions는 해가
최적해이기 위한 충분조건이다. 즉, KKT conditions을 만족하면 그 해는 최적해이다.

D(λ) = minx∈RD L(x, λ) 를 구하는 것은 constraints가 존재하지 않는 optimization problem이고, L(x, λ)
가 미분 가능한 convex function인 경우 differentiate해서 0인 지점을 찾아 활용할 수 있다(KKT의
stationary). 또한 이때 기존의 constraint를 만족하는지도 확인해야 한다.
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다음 그림과 같이 convex set은 convex function을 filling in하는 집합으로도 생각할 수 있다. 이렇게 채워서 만든
집합을 convex function의 Epigraph라고 한다.

다음은 convex optimization problem의 예시이다. quadratic programming에서 Q는 positive definite이고, xT Qx
는 convex이다. 즉, convex optimization problem의 경우 이렇게 L(x, λ)를 구하고, 미분해서 0이 되는 식을 얻은
뒤, x를 제거해 λ에 대한 식으로 정리할 수 있다.
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13.3.2. Legendre-Fenchel Transform and Convex Conjugate

1. Hyperplane
Hyperplane(초평면)은 geometry 및 linear algebra에서, 주어진 n 차원 공간보다 한 차원 낮은 (n − 1) 차
원의 affine subspace 또는 subspace(intercept가 영벡터인 경우)를 의미한다. Rn에서의 hyperplane은 다음과
같은 집합으로 정의된다. 이때 w ∈ Rn은 영벡터가 아닌 vector로, hyperplane과 orthogonal하다. b는 affine
subspace를 나타내는 scalar이다.

H = {x ∈ Rn | ⟨w, x⟩+ b = wT x + b = 0}

즉, hyperplane을 inner product를 사용해 정의할 수 있다. 풀어서 쓰면 w1x1 + w2x2 + · · · + wnxn + b = 0
이고, 이를 만족하는 x의 집합은 최대 dimension이 n−1인 affine subspace이다. 이때 w를 해당 affine space에
대한 Normal Vector(법선 벡터), b를 Intercept(절편) 또는 Bias라고 한다. 특히 normal vector는 해당 affine
space와 orthogonal한데, 이는 affine space 위의 임의의 두 vector x1, x2에 대해 정리하면 wT (x1 − x2) = 0
이 성립하는 것으로 증명할 수 있다.

또한 intercept는 w의 방향으로 평행이동한 정도를 나타낸다. 어떤 원점을 지나는 hyperplane wT x = 0와
해당 hyperplane 위의 임의의 점 x0을 생각하자. x0를 임의의 vector u만큼 점을 평행이동시키면(모든 점이
이동한다.) x′

0 = x0 + u이 되고, 기존 hyperplane 수식을 활용하면 wT x0 = wT (x′
0 − u) = wT x′

0 + b = 0이
된다. 즉, 해당 hyperplane은 기존 hyperplane을 u만큼 평행이동한 hyperplane이다. 또한 wT (x′

0 −u)에서 u
는 w에 orthogonal한 원소가 사라지므로, w의 방향으로 평행이동이 적용된다.

1차원 공간에서 hyperplane은 0차원인 점, 2차원 공간에서 hyperplane은 1차원인 직선, 3차원 공간에서 hy-
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perplane은 2차원인 일반적인 평면이다.

기계학습및데이터분석에서의모델,특히뒤에서살펴볼 SVM이나퍼셉트론과같은선형분류기에서 hyper-
plane은 매우 중요한 개념이다. 입력 데이터가 고차원의 특징 공간(Feature space)에 매핑될 때, hyperplane
은 데이터를 서로 다른 클래스로 양분하는 decision boundary로 기능한다. 즉, 새로운 데이터 포인트 x 가
입력되었을 때 wT x + b 의 부호(양수 또는 음수)에 따라 해당 데이터의 클래스를 분류할 수 있다.

2. Legendre-Fenchel Transform and Convex Conjugate
어떤 집합 S가 존재할 때, 해당 S의 경계에 있는 특정 점 x0를 지나는 hyperplane을 생각하자. 이 hyperplane
은 전체 space를 이등분하며, S가 두 반공간 중 한쪽 반공간에만 완전히 포함된다면, 해당 hyperplane을 점 x0
에서의 Supporting Hyperplane이라 한다. 이때 만약 S가 convex set이라면 supporting hyperplane이 적
어도 하나 이상 존재하며, supporting hyperplane들이 생성하는 반공간들의 부분집합을 구하면 S가 된다. 즉,
convex set은 hyperplane의 집합으로 나타낼 수 있다. 앞서 언급한 epigraph도 경계의 점을 지나는 hyperplane
들을 생각해 이해할 수 있다. 또한 이 hyperplane들은 convex set에 대응되는 convex function과 접하므로,
convex function은 이들의 gradient에 대한 function으로 나타낼 수 있다.

Legendre-Fenchel Transformation(르장드르 펜첼 변환)은 differentiable(미분 가능)한 convex function
f(x)를 그 tangent(접선)의 gradient ∇xf(x)와 연관된 function으로 변환하는 transformation이다. 참고로,
이는 x가 아니라 function f에 대한 transformation이다. 이 transformation의 결과를 Convex Conjugate
Function(볼록 켤레 함수)이라고 한다. 즉, function을 점들의 집합이 아니라 gradient의 집합으로 보는 du-
ality가 존재한다.

function f : RD → R의 conjugate function f∗은 다음과 같이 정의된다. 이때 sup은 supremum으로, 상한
(최댓값)을뜻한다.즉, s를포함하는 vector에대한 hyperplane에대해, f(x)와의차이가최대인지점의거리를
출력하는 function이다. 참고로 이때 f(x)가 differentiable이거나 convex일 필요는 없다.

f∗(s) = supx∈Rn(⟨s, x⟩ − f(x))

직관적으로 생각해 보면 conjugate function의 function value는 각 s에 의해 정의되는 hyperplane이 f(x)의
아래쪽에 접하는 지점까지 평행이동시키는 거리이고, 이를 통해 f(x)가 어떻게 생겼는지를 알 수 있다.

convex function의 경우, Legendre transform을 2번 적용하면 원래의 function이 도출된다. 또한 convex dif-
ferentiable function은 hyperplane과 접하는 지점이 가장 아래쪽에 항상 존재하며, 접하는 지점을 x0라고 하면
다음과 같이 작성할 수 있다.

f∗(s) = ⟨s, x0⟩ − f(x0)

다음은 convex conjugate를 계산하는 예시들이다.

이렇게 각 sample에 대한 loss 값의 합은 개별 sample의 loss 값의 conjugate function을 생각할 수 있다.
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다음은 convex optimizaton problem을 convex conjugate를 활용해 접근하는 예시이다.

14. When Models Meet Data
여기에서부터는 지금까지 다룬 내용들을 ML에서 어떻게 활용하고 있는지를 다룬다. 우선 그 전에, 본 장에서는
우선 모델이란 무엇인지, 어떤 모델이 있는지, 좋은 모델은 무엇인지, 어떻게 모델을 선택하는지 등을 알아보자.

특히 세 가지 학습 유형인 ERM, MLE/MAP, bayesian inference를 중점적으로 알아본다.

14.1. Data, Models, and Learning
14.1.1. Data
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여기에서는 데이터가 컴퓨터로 읽을 수 있고, 적절히 숫자 형태로 표현될 수 있다고 가정한다.

데이터셋에서 데이터의 개수는 N으로 표기하고, 데이터셋 내의 각 데이터는 n = 1, · · · , N으로 인덱싱한다.
다음 표와 같이 데이터는 vector들의 배열로 주어진다고 하고, 이때의 각 row xn는 개별 데이터를 나타내며

example 또는 data point라고 지칭한다. column은 관심있는 특정 feature를 나타내며, feature는 1, · · · , D로
인덱싱한다. 이에 따라 xn는 D-dimensional vector이다. 즉, example은 matrix X ∈ RN×D로 나타낸다. 물론
ML 알고리즘에 따라 example을 column vector로 나타내기도 한다.

supervised learning problem에서는 example xn이 있을 때 각 example에 대한 label yn이 존재한다. label
은 target, response variable, annotation이라고도 한다. 이 경우 데이터셋은 {(x1, y1), · · · , (xN , yN )}과 같이
example-label 쌍의 집합으로 정의된다.

ML에서는 example 집합이 i.i.d.임을 가정한다. 즉, example 간의 statistically indepdent하고, 동일한 distri-
bution을 가진다고 한다.

"이제 책의 첫 번째 파트에서 살펴본 수학적 개념들을 사용하여 위에서 살펴본 것과 같은 머신러닝 문제를 공식
화합니다. 데이터를 벡터로 표현하면 2장에서 살펴본 선형대수(linear algebra) 개념을 사용할 수 있습니다. 많은
머신러닝 알고리즘에서는 추가적으로 두 벡터를 비교할 수 있어야 합니다. 뒤에서 살펴볼텐데, 두 example 간의
similarity나 distance를 계산하여 유사한 features를 가진 examples가 유사한 label을 갖는다는 것을 공식화할 수
있습니다."

"데이터를 벡터로 표현하기 때문에, 데이터를 조작하여 잠재적으로 더 좋은 표현(better representations)을 찾을 수
있습니다. Good representations를찾는두가지방법을논의하는데,한가지방법은 original feature vector의 lower-
demensional approximations를 찾는 것이고, 다른 하나는 original feature vector의 non-linear higher-dimensional
combinations를 사용하는 것입니다."

14.1.2. Models

model/predictor가 어떤 것인지는 다음과 같은 두 가지 관점으로 이해할 수 있다.

1. Models as Functions
predictor를 input sample에 대해 output을 생성하는 linear function으로 정의한다.

f(x) = θT x + θ0

2. Models as Probability Distributions
predictor를 single function으로 간주하는 대신, function이 가지는 distribution을 설명하는 probabilistic
model로 정의할 수 있다. 이런 probabilistic model은 포함하는 모든 random variable의 joint distribution
으로 정의된다.
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14.1.3. Learning

learning 또는 training의 목표는 unseen data에 대해서도 predictor가 잘 예측하도록 좋은 parameters를 찾는
것이다.

ML 알고리즘은 3가지 구분되는 단계로 이해할 수 있다.

1. Prediction/Inference: unseen data에 대해 학습된 predictor를 사용하는 단계.

2. Training/Parameter Estimation: training data를 기반으로 predictor를 조정하는 단계. measure of
qualtiy를 기반으로 조정하는 방식과(loss/objective function 사용), bayesian inference를 활용해 조정하
는 방식이 있다.

3. Hyperparameter Tuning/Model Selection

14.2. Empirical Risk Minimization
predictor가 function인 경우에 대해 알아보자.

14.2.1. Empirical Risk Minimization

1. Empirical Risk Minimization
Empirical Risk Minimization(ERM)은ML에서모델을학습할때,관측가능한학습데이터셋에대한오
차(Risk)를 최소화하여 최적의 모델을 찾는 기본적인 방법론이다. 이때의 design choice는 다음과 같은 것들이
있다.

• What is the set of functions we allow the predictor to take?

• How do we measure how well the predictor performs on the training data?

• How do we construct predictors from only training data that performs well on unseen test data?

• What is the procedure for searching over the space of models?

2. ERM에서의 Function
N개의 example xn ∈ RD와, 각 example에 대응되는 yn ∈ R이 주어진 {(x1, y1), · · · , (xN , yN )} 쌍에 대한
supervised learning을 가정하자. parameter가 θ로 표기되는 function(predictor) f : RD → R에 대해 다음과
같이 좋은 parameter θ∗을 찾는 것이 ERM의 목적이다.

f(xn, θ∗) ≈ yn for all n = 1, · · · , N

이때의 predictor의 output(예측값)은 ŷ = f(xn, θ∗)로 표기한다.

또한다음과같이 linear function으로나타내거나, xn에 1을추가해서 xn = [1, x1, · · · , xD]T , θ = [θ0, · · · , θD]
인 경우에 대해 affine model로도 표기할 수 있다. 물론 알고리즘에 따라 non-linear function으로도 정의할 수
있다.
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f(xn, θ∗) = θT xn

f(xn, θ∗) = θ0 +
D∑

d=1
θdxd

3. Loss Function
예측이 데이터에 잘 맞는다는 것을 이야기하기 위해서는 ground truth(label) yn과, prediction ŷn 사이의 non-
negative 값인 Loss를 출력하는 Loss Function ℓ(yn, ŷn)을 정의해야 한다. 좋은 parameter θ∗를 찾는다는

목표는 N개의 training example집합에대한평균 loss를최소화하는것이다.이때 example집합은 i.i.d.이므로,
이런 empirical mean이 모집단 평균(population mean)의 good estimate라고 생각할 수 있다.

즉, example matrix X = [x1, · · · , xN ]T ∈ RN×D와 label vector y = [y1, · · · , yN ]T ∈ RN에 대해 평균 loss
는 다음과 같이 작성할 수 있다. 이때 ŷn = f(xn, θ)이다. 이를 Empirical Risk라고 하며, ERM은 이를
최소화하는 problem이다.

Remp(f, X, y) = 1
N

N∑
n=1

ℓ(yn, ŷn)

또한 무한한 개수의 데이터를 가정한 경우에 대해 True Risk를 다음과 같이 작성할 수 있다. 즉, 모든 데이터에
대한 loss의 평균을 최소로 하는 function f를 찾는 것이 목표이다.

Rtrue(f) = Ex,y[ℓ(y, f(x))]

예를 들어, least square loss의 경우 다음과 같이 작성할 수 있다.

min
θ∈RD

1
N

N∑
n=1

(yn − f(xn, θ))2 = min
θ∈RD

1
N

N∑
i=1

(yn − θ⊤x)2 = min
θ∈RD

1
N
∥y −Xθ∥2

14.2.2. Generalization Performance

1. Generalization
predictor는 unseen data에 대해 좋은 성능을 보여야 한다. 즉, generalization 능력을 가지고 있어야 한다.

학습 시에 유한한 데이터 집합이 있을 때, 이는 training set과 test set으로 나눈다. training set은 모델을 학습
할 때 사용되고, test set은 unseen data로서 generalization performance를 평가할 때 사용한다. training set
중 일부는 그 subset인 validation set으로 분리해 학습 과정에서의 performance를 측정하고 hyperparameter
튜닝을 하는 데에 사용한다. 반면 test set은 모든 학습 및 hyperparameter 튜닝이 완료된 이후 모델의 성능을
확인할 때 사용된다.

ERM은 predictor가 training set에만 너무 잘 맞고, test set에는 잘 맞지 않는 Overfitting(과적합)에 빠질 수
있다. 이는 주로 데이터가 적고 hypothesis class가 복잡한 경우에 주로 발생한다. empirical risk가 true risk를
과소평가하고 있는 것으로도 이해할 수 있다.

2. Regularization
Regularization(정규화)은 training optimizer가 지나치가 flexible한 predictor를 반환하기 어렵도록 하는
penalty term을추가하는기법이다.이때추가하는항을 Regularizer라고하고, λ를 Regularization Parameter
라고 한다.

대표적인 regularation으로는 L1 regularization과 L2 regularization이있다. overfitting이일어나면일반적으로
parameter 값의 크기가 커지는 경향이 있는데, 이 두 방식 모두 optimizaiton 시에 parameter가 0에 가까워지
도록 한다. L1/L2 regularization은 아래의 수식과 같이 각각 loss function에 λ|θ|와 λ||θ||2를 패널티로 더한다.
λ는 패널티의 크기를 지정하는 양의 실수로, hyperparameter이다.
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ℓ′ = ℓ + λ|θ|
ℓ′ = ℓ + λ||θ||2

이때 L1은 λ가충분히작아지면 θ는 0으로최적화되고, L2는 λ가충분히작아져도 0으로최적화되지는않는다.
각 loss를 미분한 것을 생각해 보면 L1에서는 graient가 λ(sign(θ))이고, L2에서는 gradient가 2λθ이므로 쉽게
이해할 수 있다. 또한 L2는 θ의 크기에 따라 패널티 값이 정해지기 때문에 θ 값이 부드럽게 0에 근접하게 된다.
어떨 때는 L1, 어떨 떄는 L2가 더 나아서, empirical하게 판단해야 한다.

14.2.3. Model Fitting

Fitting은 모델의 parameter를 최적화해 어떤 loss function을 최소화하는 것을 의미한다. 최적화 이후 가능한
best parameter를 찾았을 때, 3가지 case 중 하나일 수 있다.

1. Overfitting: 모델이 해당 데이터셋을 모델링하기에 너무 과한 상황. predictor가 training set에만 너무
잘 맞고, test set에는 잘 맞지 않는 경우를 말한다. 주로 parameter 수가 너무 많은 경우에 발생한다.

2. Underfitting: 모델이 해당 데이터셋을 모델링하기에 충분하지 않은 상황. 주로 parameter 수가 너무
적은 경우에 발생한다.

3. Fitting well: 모델이 해당 데이터셋을 모델링하기에 적절한 상황.

14.3. Parameter Estimation
predictor가 probability distribution인 경우에 대해 알아보자. Parameter Estimation은 데이터를 바탕으로 해
당 데이터를 생성할 probability distribution의 parameter를 수학적으로 추론하는 과정을 의미한다. 특히 아래에서
알아볼 MLE와 MAP는 모델을 가장 잘 설명하는 단 하나의 최적의 θ 값을 찾는 point estimate를 수행한다. 즉, 그
결과물은 probability distribution이 아니라 상수 값인 parameter다. 여기에서 살펴볼 likelihood는 loss function과
유사하고, prior는 regularization과 유사하다.

14.3.1. Maximum Likelihood Estimation

Maximum Likelihood Estimation(MLE)는 데이터에 대한 likelihood를 최대로 하는 parameter를 찾는
기법이다. 즉, 데이터에 잘 맞는 모델을 찾기 위해 parameter에 대한 likelihood function을 정의해 활용하는
것이다.

N개의 example xn ∈ RD와, 각 example에 대응되는 yn ∈ R이 주어진 {(x1, y1), · · · , (xN , yN )} 쌍에 대한
supervised learning을가정하자.이때 example의집합과 label의집합이 i.i.d.이므로, X = {x1, · · · , xN}, Y =
{y1, · · · , yN}에 대한 likelihood는 다음과 같이 개별 example에 대한 likelihood의 곱으로 분해할 수 있다.

p(Y |X, θ) =
N∏

n=1
p(yn|xn, θ)

random variable x로 표현되는 데이터와, parameter θ를 가지는 continous probability distribution p(x|θ)
에 대해 Negative Log-likelihood Lx(θ)는 다음과 같이 정의된다. random variable이 명확할 때는 L(θ)로도
작성한다. p(x|θ)는 관측된 데이터 x가 도출되기에 parameter θ가 얼마나 적합한지를 나타내고, negative log
likelihood 값이 작을수록 적합한 것을 알 수 있다.
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Lx(θ) = − log p(x|θ)

negative log likelihood를 사용하면 각 distribution에 대한 곱을 덧셈으로 풀 수 있고, MLE는 이 negative log
likelihood가 최소로 하는 parameter를 찾는 것을 그 목적으로 한다.

L(θ) = − log p(Y |X, θ) = −
N∑

n=1
log p(yn|xn, θ)

θ̂ = arg min
θ

L(θ)

MLE는 무한히 많은 데이터가 존재할 때 예측값이 true value로 수렴하고, 예측값과 true value 간의 오차는
mean이 0인 gaussian distribution으로 수렴한다. 또한 N개의 데이터를 사용했을 때 variance는 1

N으로, 더
많은 데이터를 사용할수록 variance가 줄어든다. 반면 적은 데이터를 사용하는 경우 overfitting이 발생한다.

MLE에 대해서도 closed-form analytic solution이 없을 수 있는데, 이 경우 앞서 다룬 optimization 알고리즘을
활용한다.

다음은 gaussian distribution의 negative log liklihood를 구하는 예시이다.

14.3.2. Maximum A Posteriori Estimation

Maximum A Posteriori(MAP) Estimation은 관측된 데이터와 parameter에 대한 prior(사전 지식)를
모두 고려하여, posterior를 최대로 하는 parameter를 찾는 통계적 기반의 추론 기법이다. 즉, negative log-
likelihood의 최솟값을 추정하는 대신, negative log-posterior의 최솟값을 추정하는 problem을 풀게 된다. 이를
위해 bayes’ theorem을적용하면다음과같은수식을얻을수있다.이때 parameter와데이터셋은 independent
하므로 p(θ|X ) = p(θ)이다.

p(θ|X, Y ) = p(Y |X, θ)p(θ)
p(Y |X)

parameter의 distribution에 prior(사전 지식)가 존재한다면, 다음과 같이 bayes’ theorem을 활용해 반영할
수 있다. 이때 evidence는 parameter와 관련이 없으므로 제외한다. 즉, 이 경우 posterior가 큰 모델일수록
prior/likelihood가 크므로 더 좋은 모델이라고 할 수 있다. posterior의 정의에 의해서도, p(θ|x)는 데이터를
고려했을 때 해당 parameter가 선택될 proabability를 나타낸다.
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p(θ|Y, X) ∝ p(Y |X, θ)p(θ)

이 경우 likelihood와 prior의 곱을 최대화하는 parameter θ̂MAP를 찾는 optimization problem으로 정의된다.

θ̂MAP = arg max
θ

p(Y |X, θ)p(θ)

계산의 편의를 위해 negative log를 적용하면, 다음과 같이 정리된다. 이때 추가된 − log p(θ)는 regularization
의 penalty term의 역할을 수행한다.

θ̂MAP = arg min
θ

(− log p(Y |X, θ)− log p(θ))

14.4. Probabilistic Modeling and Inference
MLE와 MAP에서는 최적화를 통해 parameter의 단일 추정치를 찾았는데, 여기에서는 parameter에 대한 posterior
distribution전체를구하는방법을알아본다.이렇게 distribution자체를구하고활용하는것을통해모델이가지는
불확실성을 정량화할 수 있고, overfitting을 피할 수 있다.

"단일 추정치 θ∗ 는 사후 분포에서 확률이 가장 높은 하나의 점(Mode)을 의미합니다. 이는 해당 파라미터가 얼마나
신뢰할 수 있는지에 대한 정보를 제공하지 않습니다. 반면, 전체 사후 분포 p(θ | X) 를 계산하면 파라미터 공간의
분산과 형태를 파악할 수 있습니다. 데이터가 적거나 노이즈가 많아 분포가 넓게 퍼져 있다면 모델은 자신의 추론에
확신이 없음을 나타내며, 이는 신뢰도 기반의 제어 시스템에서 필수적인 지표입니다."

"전체 사후 분포 p(θ | X) 를 가중치로 삼아 모든 모델의 예측을 적분하는 과정은 사실상 무한한 수의 모델을 결합
하는 앙상블(Ensemble) 기법과 동일한 효과를 지닙니다. 이를 통해 새로운 테스트 데이터에 대한 예측의 견고성을
향상시킬 수 있습니다."

14.4.1. Bayesian Inference

Bayesian Inference는 parameter가 가지는 posterior distribution 전체를 활용해 예측하는 방식이다. MLE
와 MAP과 같이 point estimate를 해서 상수 parameter 값을 구하는 경우 true value와의 오차(정보의 손실)
가 존재한다. 이에 따라 full posterior distribution을 찾아 활용하는 것은 더 견고하게 예측하는 데에 도움이
된다. 즉, 이는 모델의 parameter를 고정된 상수가 아닌, random variable로 취급하는 방식이다.

"빈도주의(Frequentist) 통계학에서는 모델의 파라미터 θ 를 ’알려지지 않았지만 고정되어 있는 단일한 상수’
로 간주합니다. 반면, 베이즈 통계학에서는 파라미터 자체를 불확실성을 내포한 확률 변수 로 취급합니다. 아
직 데이터를 관측하기 전이므로 파라미터가 어떤 값을 가질지에 대한 불확실성을 확률 분포인 사전 확률 로

나타내며, 모델에 적용될 구체적인 파라미터 θk 는 이 확률 분포에서 도출되는 하나의 결과값(샘플)이라고
가정합니다."

데이터셋 X 와 parameter θ 를 생각했을 때, bayes’ theorem에 의해 다음과 같이 posterior distribution을
얻을 수 있다.

P (θ|X) = P (X|θ)P (θ)
P (X)

데이터셋 X 로 학습된 parameter θ 의 경우, 어떤 데이터 x 에 대해 해당 distribution을 활용한 inference는
다음과 같은 수식으로 나타낼 수 있다. 훈련 데이터셋 X가 주어졌을 때 새로운 데이터 x에 대해 p(x | X)를
계산하는 것이 목적이므로 이렇게 정의된다.

이때 conditional probability의 정의에 의해 p(x, θ | X) = p(x | θ, X)p(θ | X) 이고, θ 가 주어졌을 때 x
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와 X 는 conditional independent하므로 p(x | θ, X) = p(x | θ) 가 성립한다. 즉, 다음 수식은 모든 그럴듯
한 parameter 값들 각각의 예측값을 평균낸 것이다. 이 경우 풀어야 하는 problem은 optimization이 아니라
적분이 된다.

p(x | X) =
∫

p(x, θ | X)dθ

=
∫

p(x | θ)p(θ | X)dθ

이는 posterior p(θ | X)에 대한 likelihood p(x | θ)의 기댓값을 연산하는 것과 동일하다. 다시 말해, 모든
가능한 parameter들에 대해서, likelihood를 posterior로 가중평균한 것으로 이해할 수 있다.

Eθ∼p(θ|X)[p(x | θ)]

"Maximum likelihood 또는 MAP 추정을 통한 파라미터 추정은 파라미터의 일관된 point estimates θ∗를 추출하며,
풀어야하는핵심문제는최적화입니다.이와대조적으로,베이지안추론은사후분포를추출하며,풀어야하는핵심
문제는 적분입니다. Point estimate를 사용한 예측은 간단하지만, 베이지안 프레임워크의 예측은 다른 적분 문제를
풀어야 합니다 (8.23 식 참조). 그러나 베이지안 추론은 파라미터 추정 문맥에서는 쉽게 수행되지 않는 사전 지식을
통합하고, 무가적인 정보들을 설명하고, 구조적 지식을 통합하는 원칙적인 방법을 제공합니다. 또한, 예측에 대한
매개변수 불확실성의 전파는 데이터의 효율적인 학습의 맥락에서 risk 평가 및 탐색에 대한 의사결정 시스템에서
유용할 수 있습니다."

14.4.2. Latent Variable Models

Latent Variable Model(잠재 변수 모델)은 데이터 생성 과정을 더 명시적으로 설명하는 latent variable
을 추가로 도입한 모델이다. latent variable을 사용해 parameter에서 데이터를 생성하는 프로세스를 정의할
수 있다. 데이터를 x, parameter를 θ, latent variable을 z로 정의하면 다음과 같은 conditional probability를
얻을 수 있다.

p(x|z, θ)

다음과같이 latent variable을고려하여모델의 likelihood를계산할수있다.이를활용해 latent variable model
에 대해서도 MLE, MAP를 적용해 parameter 학습과 inference를 할 수 있고, bayesian inference도 가능하다.

p(x|θ) =
∫

p(x|z, θ)p(z)dz

이때 latent variable에 대한 marginalization이 필요하다는 문제가 있는데, conjugate prior를 활용하는 경우를
제외하면 이는 계산이 어렵거나 근사에 의존해야 한다.

다음 수식과 같이 생성된 x를 사용해 역으로 latent variable에 대한 posterior도 구할 수 있다. latent variable
은 직접 관측되지는 않지만 데이터 생성에 영향을 미치는 근본적인 요인이므로, 이에 대한 posterior를 구해
생성된 결과를 기반으로 그 원인의 확률 분포를 역으로 추론할 수 있다. 이를 통해 데이터의 특성, 저차원 표현
(representation)을 추정하는 등의 작업을 진행할 수 있다.

p(z|x) = p(x|z)p(z)
p(x) , p(x|z) =

∫
p(x|z, θ)p(θ)dθ, p(z|x, θ) = p(x|z, θ)p(z)

p(x|θ)

variational autoencoder 등에서 이런 latent variable을 사용한다. 또한 본 요약본에 정리하진 않았지만 PCA,
gaussian mixture model 등도 latent variable model 관점에서 접근이 가능하다.
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14.5. Directed Graphical Models
14.5.1. Directed Graphical Models

Directed Graphical Models또는 Bayesian Networks는여러 random variable로구성된 joint distribution
을 인수분해하여, 각 random variable 간의 conditional dependence를 directed acyclic graph로 표현하는 방
법론이다. 특히 p(x, y, z) 꼴의 joint distribution은 그 자체로 random variable 간의 관계를 보여주진 않는데,
이를 directed graphical model로 나타내 probability model을 구체화하고, random variable 간의 dependency
를 시각적으로 확인할 수 있다.

directed graphical model에서 각 node(정점)는 random variable이고, edge(간선)는 random variable 간의
probabilistic relation(확률적 관계)인 conditional probability를 나타낸다. edge가 없는 경우 두 random vari-
able 간에 conditional independence가 성립한다. 예를 들어, 다음의 왼쪽 그림에서 a와 b 사이의 edge는 p(b|a)
를 나타낸다.

어떤 joint distribution에 대한 directed graphical model을 구하는 과정은, 1) random variable들에 대응되
는 node를 그리고, 2) joint distribution을 인수분해한 뒤 directed link(arrow)를 그리는 것이다. 이에 따

라 어떻게 인수분해하느냐에 따라 그 구조가 달라질 수 있다. 예를 들어, 아래의 왼쪽 그림은 p(a, b, c) =
p(c#a, b)p(b#a)p(a)의 directed graphical model은 인 것으로 이해할 수 있다.

또한 이 반대 과정을 통해 directed graphical model로부터 distribution을 얻을 수 있다. 예를 들어, 아래의
오른쪽 그림의 distribution은 p(x1, x2, x3, x4, x5) = p(x1)p(x5)p(x2 | x5)p(x3 | x1, x2)p(x4 | x2)이다. 혹은
다음과 같은 수식으로도 나타낼 수 있는데, Pa(Xi)는 parent node 집합을 의미한다.

P (X1, X2, . . . , XN ) =
N∏

i=1
P (Xi | Pa(Xi))

또한다음과같이 plate notation을사용해반복을나타낼수있고, deterministic parameter의경우원을그리지
않는다.

14.5.2. d-Separation

non-intersection(교집합이 없는 경우)인 node 집합 A, B, C를 생각하자, d-Separation은 다음과 같은 A와
B|C의 independency를 판단하는 방법이다.

A ⊥⊥ B|C

방향을 무시하고 A에서 B로 가는 모든 경로를 directed graphical model에서 확인했을 때, 다음 중 하나에
해당되는 node가 관측된다면 경로가 차단된 것으로 판단한다. 모든 경로가 차단되었다면 A는 B|C로부터
d-separate되었다고 하고, 위의 수식인 independency가 성립한다.
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• 경로의 화살표가 node에서 head to tail 또는 tail to tail 만족하고, 그 node가 C의 집합 내의 node

• node에서 화살표가 head to head를 만족하고, 그 node나 node의 자손이 C 집합에 없는 node

head-to-head는 두 개의 node가 하나의 공통된 child node를 가리키는 형태로, 이러한 child node가 관측되지
않으면 두 node는 independent하다. tail-to-tail은 두 개의 node가 하나의 공통된 parent node를 가지는 형태
로, 이러한 parent node가 관측되지 않으면 두 node는 dependent하다. head-to-tail은 한 node에서 다른 node
로, 그리고 그 다음 node로 연결된 형태이다.

14.6. Model Selection
어떤 문제에 대해 모델을 선택하는 경우에는, 모델의 parameter 개수 등과 같은 모델 자체의 복잡성만 고려하는
것은 적절하지 않다. 앞서 다룬 것처럼 dataset의 크기와 모델의 복잡성이 비등한 경우에 test set에서도 좋은 성
능을 보일 수 있다. 이에 따라 모델을 선택할 때에는 그 generalization 능력을 평가하는 것이 중요할 수 있다. 본
절에서는 generalization 능력의 평가와, 모델의 복잡성과 데이터 사이의 적합성을 고려한 모델 선택에 대해 다룬다.
이런 선택은 Occam’s Razor로도 이해할 수 있다.

14.6.1. Cross-validation

1. Cross-validation
데이터셋의 크기는 고정되어 있고, 이를 training/validation/test set으로 분리해 사용한다. 모델을 학습시
킬 때에는 training set을 최대한 크게 하는 것이 performance에 유리하지만, training set의 크기를 키우면
validation set의 크기가 줄어들어 결과적으로 예측이 noisy해질 수 있다. 이런 tradeoff를 완화하는 한 가지
방법은 Cross-validation(교차검증)이다. cross-validation을 통해, 특히 데이터셋 크기 작은 경우에 모델의
generalization 성능을 더 robust하게 평가할 수 있다.

K-fold Cross-validation은 다음 그림과 같이 데이터를 K개의 chunk로 분리하여, K − 1개는 training set
R로, 나머지 하나는 validation set V로 활용하는 기법이다. 이때 모든 R과 V의 조합을 활용한다.

k-fold cross-validation을 적용한 경우, training data R(i)으로 학습시켜 얻은 predictor f (i)가 도출된다. f (i)

가 V (i)에서 보이는 성능 R이라고 하면(ex. root mean square error) 이를 모든 chunk에 대해 평균낸 값을
expected generalization error라 할 수 있다. 이때 k번의 순차적인 학습이 수행되는 것이 아니라, k개의 독립적
인 학습 프로세스를 수행한 뒤 그 성능만 평균내는 것이다. 즉, 이는 더 robust하게 성능을 측정하는 방법이다.
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EV [R(f, V )] ≈ 1
K

K∑
k=1

R(f (k), V (k))

cross-validation은 computation이많이필요할수있지만, embarrassingly parallel problem이므로 computing
resource만충분하다면병렬적으로수행할수있다. Embarrassingly Parallel Problem은전체작업을여러개의
하위 작업으로 분할할 때, 하위 작업들 간에 data dependency이나 communication이 전혀 또는 거의 필요하지
않은 문제를 말한다.

2. Nested Cross-validation
Nested Cross-validation은 training set과 validation set에 대한 분리만을 다루는 k-fold cross-validation
에서더나아가, test set에대한분리도추가로다루는기법이다. test set에대한분리를 Outer Loop, validation
set에 대한 분리를 Inner Loop라고 한다.

이는 다음 그림과 같이 test set을 분리한 뒤, validation set을 분리한다. test set으로는 generalization 능력을
평가하고, validation set으로는모델선택과 hyperparameter tuning을수행한다.정리하면다음과같은과정을
통해 수행된다.

1. 전체 데이터를 Kouter 개의 Chunk로 분할하고, Kouter 번의 반복 루프(Outer Loop)를 시작합니다.

2. 매 반복마다 1개의 Chunk를 독립된 Test Set으로 떼어두고, 나머지 Kouter − 1 개의 Chunk를 결합하여
임시 학습 데이터로 구성합니다.

3. 임시 학습 데이터를 다시 Kinner 개의 Chunk로 분할하여 Inner Loop 를 시작합니다.

4. 지정된 각 하이퍼파라미터 조합에 대해 Kinner 번의 교차 검증을 수행하여 성능을 평균 냅니다.

5. 가장 낮은 오차를 보인 최적의 하이퍼파라미터 조합을 도출합니다.

6. 도출된 최적의 하이퍼파라미터를 적용하여, 단계 2에서 결합했던 Kouter − 1 개의 임시 학습 데이터
전체를 사용하여 모델을 1회 재학습시킵니다.

7. 학습이 완료된 모델을 단계 2에서 분리해 두었던 Test Set에 입력하여 성능 지표를 산출합니다.

8. 위 과정을 반복하여 모든 Kouter 개의 Chunk가 한 번씩 Test Set으로 사용되게 합니다.

9. 루프가종료된후,도출된 Kouter 개의성능지표들을평균내어해당머신러닝방법론의최종적인일반화

성능과 표준 오차(Standard Error)를 확정합니다.

14.6.2. Bayesian Model Selection

1. Bayesian Model Selection
Bayesian model selection은주어진데이터 D를바탕으로여러후보모델M1, . . . , MK 중가장확률적으로

타당한모델을찾는과정이다. bayes’ theorem에의하면데이터 D가주어졌을때,모델Mk 가정답일 posterior
probability는 다음과 같다. 이에 대해 MAP을 적용해 최적의 모델 M∗을 선정할 수 있다.

p(Mk | D) = p(D |Mk)p(Mk)
p(D)

M∗ = arg max
Mk

p(Mk | D)

모든모델이선택될확률이동일한사전확률 uniform prior p(Mk) = 1
K에서,모든모델에대한MAP estimate

은 model evidence를 최대화하는 모델을 선택하는 것과 같다. 예를 들어, 다음 그림과 같이 y축이 evidence,
x축이 가능한 모든 데이터셋 D인 경우을 생각할 수 있다. 모델이 생성할 수 있는 데이터에 대한 probability
의 총합은 1인데, parameter가 많은 모델은 다양한 데이터를 생성할 수 있으므로 evidence는 전반적으로 낮아
지게 된다. bayesian model selection에서는 이에 따라 S에 대해 evidence가 높은 M1을 선택하게 된다. 이를
automatic occam’s razor로 이해할 수 있다.
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2. Using Marginal Likelihood
이때 likelihood가 어떻게 계산되는지 알아보자. 앞서 다룬 것처럼 bayesian에서는 모델의 parameter를 고정된
상수 값이 아닌 random variable로 취급한다. 이에 따라 유한한 수의 모델 M = {M1, · · · , MK}가 존재하고
그 parameter를 θk라 하자. 모델과 parameter, 모델이 생성한 데이터 D에 대해서는 다음이 성립한다.

Mk ∼ p(M), θk ∼ p(θ |Mk), D ∼ p(D | θk)

이를 directed graphical model로도 나타낼 수 있다.

위 수식의 posterior p(Mk | D)는 parameter에 의존하지 않는다. 모델의 최적 parameter θk를 찾는 bayes’
theorem은 다음과 같고, 이에 따라 p(D |Mk)도 유도될 수 있는데, 이 경우 parameter가 적분에 의해 사라지
기 때문이다. 이런 independency는 d-separation으로도 확인할 수 있다. 즉, 이는 marginal likelihood로 어떤
모델이 해당 데이터셋을 잘 설명하는지를 나타낸 것이다.

p(θk | D, Mk) = p(D | θk, Mk)p(θk |Mk)
p(D |Mk)

p(D |Mk) =
∫

p(D | θk, Mk)p(θk |Mk)dθk

앞서 다룬 bayesian inference p(x | X)는 기존 데이터를 활용해 새로운 데이터를 예측했지만, 이 likelihood는
기존 데이터를 모델이 얼마나 잘 예측하는지를 나타낸다.

3. Bayes Factors
주어진 데이터셋 D에서 두 probability model M1, M2를 비교하는 상황을 생각하자. 각각의 posterior의 비를
계산하면 다음과 같다.

posterior의 비는 Posterior Odds라고 한다. prior의 비는 Prior Odds라고 하며, prior belief(사전 믿음)이
M2보다 M1을 얼마나 더 선호하는지를 나타낸다. likelihood의 비는 Bayes Factor라고 하며, M2보다 M1이
D를 얼마나 더 잘 예측하는지를 나타낸다.
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만약 uniform prior를 사용하는 경우 prior odd는 1이 되고, posterior odd는 bayes factor와 같아진다.

15. Linear Regression
본 장에서는 linear regression 문제를 풀어본다. 특히 MLE, MAP, bayesian linear regression 등의 측면에서 살펴
본다. 참고로 bayesian linear regression은 모델 parameter에 대한 더 높은 수준의 추론을 가능하게 하므로, MLE
또는 MAP 에서 발생하는 문제 중 일부를 해결할 수 있다.

15.1. Linear Regression
15.1.1. Problem Formulation

Regression(회귀)은 input x ∈ RD를 대응되는 function value f(x) ∈ R에 매핑하는 function f를 찾는 것을
그 목적으로 한다. 이는 ML, DL, classification 등의 핵심 아이디어로 활용된다. 좋은 regression function을
찾으려면 model selection, finding good parameter, overfitting 등을 고려해야 한다.

Linear Regression(선형 회귀)은 주어진 독립 변수와 종속 변수 간의 선형 상관관계를 모델링하는 알고리
즘이다. 즉, 주어진 데이터들과의 오차를 최소화하는 최적의 linear function(hyperplane) f를 찾는 것을 그
목적으로 한다.

linear regression에서는 function value(예측값) f(x)와 실제 데이터 간의 오차(error, noise)가 존재한다. 이에
따라 probabilistic approach를 사용하고, 그 likelihood function은 다음과 같다. x ∈ RD는 input이고, y ∈ R
는 noisy function value(target)이다. 이때 noise의 variance는 알고 있다고 가정한다.

p(y|x) = N (y|f(x), σ2)

이때의 x와 y의 function relationship은 다음과 같이 정의된다. 이때 ϵ ∼ N (0, σ2)는 i.i.d.(각 데이터의 error
에 대해.) gaussian noise이다.

y = f(x) + ϵ

또한 linear regression에서는 다음과 같이 parameter θ ∈ RD가 선형으로 존재한다고 가정한다. 즉, 예측값
f(x)은 입력 변수 x와 파라미터 θ의 linear combination으로 표현된다. 본 장에서는 좋은 parameter θ를 찾는
데에 집중한다. (θ0 항은 편의를 위해 생략했다.)

f(x) = xT θ = θ1x1 + · · ·+ θDxD

즉, N개의 xn ∈ RD와이에대응되는 observation/target yn ∈ R을포함하는 training setD가 {(x1, y1), · · · , (xN , yN )}
라고하면, linear regression은다음과같이정의된다. ϵ이 gaussian noise이므로, y는mean이 xT θ이고 variance
가 σ2인 gaussian distribution이된다.이때 σ2는 free model parameter가아닌것으로취급하고, optimization
을 통해 parameter가 고정된 이후 계산한다.

p(y|x, θ) = N (y|xT θ, σ2)⇐⇒ y = xT θ + ϵ, ϵ ∼ N (0, σ2)

또한 각 yi는 i ̸= j인 yj , xj에 대해 independent하므로 다음과 같이 정리할 수 있다.

p(Y |X, θ) = p(y1, . . . , yN |x1, . . . , xN , θ)

=
N∏

n=1
p(yn|xn, θ) =

N∏
n=1
N (yn|x⊤

n θ, σ2)
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이에 대한 graphical model은 다음과 같다.

왜 noise가 gaussian을따르는가? "실제데이터에서발생하는오차 ϵ은모델에포함되지않은수많은독립적인관측
불가능한 변수들과 측정 노이즈들의 합으로 간주할 수 있습니다. 중심 극한 정리에 따르면, 서로 독립적인 수많은
무작위 변수들의 합은 그 개별 변수들의 분포 형태와 무관하게 가우시안 분포에 수렴합니다. 따라서 현실 세계의
복합적인 노이즈를 모델링할 때 가우시안 분포를 가정하는 것은 통계적으로 가장 합리적입니다."

"자유 모델 파라미터(Free Model Parameter)는 수학적 모델이나 기계 학습 모델에서 사전에 값이 고정되지 않고,
주어진 데이터를 통해 학습되거나 추정되어야 하는 변수를 의미합니다."

15.2. Parameter Estimation on Linear Regression
15.2.1. MLE

1. MLE
linear regression에서 원하는 parameter θML ∈ RD를 찾는 데에 MLE를 사용할 수 있다. 즉, 다음과 같이
likelihood를 최대화하는 optimization 문제로 생각할 수 있다.

θML = arg max
θ

p(Y |X, θ)

이에 대한 optimization은 negative log를 씌워 수행한다. 이때 각 데이터들은 i.i.d.이므로 각 probability의
합으로 나타낼 수 있다.

− log p(Y |X, θ) = −
N∑

n=1
log p(yn|xn, θ)

yi는 mean이 xT
n θ, variance가 σ2인 gaussian distribution이므로 정리하면 다음과 같다. 또한 이 수식을 최

소화하는 θ를 찾는 것이므로, loss function을 정의할 수 있다. 이때 X = [x1, . . . , xN ]⊤ ∈ RN×D, Y =
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[y1, · · · , yN ]T ∈ RN이라 한다.

− log p(yn|xn, θ) = 1
2σ2 (yn − x⊤

n θ)2 + const

L(θ) = 1
2σ2

N∑
n=1

(yn − x⊤
n θ)2

= 1
2σ2 (Y −Xθ)⊤(Y −Xθ) = 1

2σ2 ∥Y −Xθ∥2

이때 L(θ)가 convex이므로, gradient descent를 하는 대신 다음과 같이 gradient를 계산하고 0이 되는 지점의
θML를 얻을 수 있다. 이때 X의 rank가 D인 것을 가정하면 XT X가 positive definite이므로 inverse matrix가
존재하므로 정리할 수 있다.

dL
dθ

= d

dθ

(
1

2σ2 (Y −Xθ)⊤(Y −Xθ)
)

= 1
2σ2

d

dθ

(
Y ⊤Y − 2Y ⊤Xθ + θ⊤X⊤Xθ

)
= 1

σ2 (−Y ⊤X + θ⊤X⊤X) ∈ R1×D

dL
dθ

= 0⊤ ⇐⇒ θ⊤
MLX⊤X = y⊤X

⇐⇒ θ⊤
ML = Y ⊤X(X⊤X)−1

⇐⇒ θML = (X⊤X)−1X⊤Y

2. MLE as Orthogonal Projection
앞서 다룬 것처럼 linear regression model은 y = xT θ + ϵ와 같이 정의되고, MLE로 찾은 최적의 parameter는
θML = (X⊤X)−1X⊤Y이다. 이 parameter로 생성한 noise가 없는 예측값 ŷ는 다음과 같다.

ŷ = XθML = X(X⊤X)−1X⊤Y

즉, MLE에 의해 찾은 parameter로 얻는 prediction은 X가 생성하는 column space에 Y를 orthogonal pro-
jection한 것과 같다.

이때 뒤에서 다룰 것처럼 feature matrix를 사용하는 경우 X 대신 Φ로 작성이 가능하다. 또한 feature matrix
가 orthonormal할 경우 ΦΦT y로 더 간단히 나타낼 수 있다.

당연하게도 다음 그림과 같이 overfitting이 발생할 수 있다.
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15.2.2. MLE with Features

앞서 다룬 MLE에서는 데이터를 linear function으로 예측하지만, 실제로는 linear function만으로 데이터를
충분히 예측하지 못할 수 있다. linear regression은 parameter의 linearity만을 고려하므로, 다음과 같이 x에
대한 non-linear transformation ϕ : RD → RK을 수행한 뒤 θ와 linear combination하는 것으로 non-linearity
를 활용할 수 있다.

p(y | x, θ) = N (y | ϕ⊤(x)θ, σ2) ⇐⇒ y = ϕ⊤(x)θ + ϵ =
K−1∑
k=0

θkϕk(x) + ϵ

이때 ϕk : RD → R는 feature vector ϕ의 k번째 component로, 다음과 같이 정의된다.

ϕ(x) =


ϕ0(x)
ϕ1(x)

...
ϕK−1(x)


training input xn ∈ RD와 target yn ∈ R가 존재할 때, non-linear function ϕ를 활용해 정의되는 matrix를
Feature Matrix 또는 Design Matrix라고 하고, 이는 다음과 같다. ϕ가 원본 데이터를 새로운 feature space
로 mapping하는 것을 생각해 보면 이해할 수 있다.

Φ =

ϕ⊤(x1)
...

ϕ⊤(xN )

 =


ϕ0(x1) · · · ϕK−1(x1)
ϕ0(x2) · · · ϕK−1(x2)

...
. . .

...
ϕ0(xN ) · · · ϕK−1(xN )

 ∈ RN×K

수식적으로는 단순히 X가 Φ로 치환되는 것으로 이해할 수 있으므로, negative log likelihood를 다음과 같은
수식으로 나타낼 수 있고, θML도 동일하게 나타낼 수 있다. 마찬가지로 θML은 Φ의 rank가 K일 때 이렇게
나타낼 수 있다.

− log p(Y | X, θ) = 1
2σ2 (y − Φθ)⊤(y − Φθ) + const

θML = (Φ⊤Φ)−1Φ⊤y
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예를 들어, 2차 다항식에 대한 feature matrix는 다음과 같다.

Φ =


1 x1 x2

1
1 x2 x2

2
...

...
...

1 xN x2
N


15.2.3. Estimating Noise Variance

지금까지는 noise variance σ2를 알고 있다고 가정했는데, parameter가 고정된 이후 σ2에 대한 MLE를 적용해
그 값을 구할 수 있다. 이는 parameter를 구할 때와 동일한 수식에 대해 σ2로 differentiate한 뒤, 0인 지점을
찾으면 된다.

log p(Y|X , θ, σ2) =
N∑

n=1
logN (yn|ϕ⊤(xn)θ, σ2)

=
N∑

n=1

(
−1

2 log(2π)− 1
2 log σ2 − 1

2σ2 (yn − ϕ⊤(xn)θ)2
)

= −N

2 log σ2 − 1
2σ2

N∑
n=1

(yn − ϕ⊤(xn)θ)2

︸ ︷︷ ︸
=:s

+const

∂ log p(Y|X , θ, σ2)
∂σ2 = − N

2σ2 + 1
2σ4 s = 0

즉, variance σ2는 다음과 같이 noise-free인 function value와 그에 대응되는 yn 간의 squared distance에 대한
empirical mean이다. 즉, MSE(Mean Squared Error)이다.

σ2
ML = s

N
= 1

N

N∑
n=1

(yn − ϕ⊤(xn)θ)2

15.2.4. Quality of Linear Regression Model

linear regression에서 MLE를 통해 얻는 모델의 quality는 다음과 같이 앞서 다룬 negative log likelihood의
값을 구해 판단할 수 있다.
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L(θ) = 1
2σ2 ∥y −Xθ∥2

실제 평가에서는 σ2를 제외하고 다음과 같은 RMSE(Root Mean Square Error)를 사용해 모델의 quality
를 평가한다. 즉, MSE에 root를 씌운 것이다. σ2는 free model parameter가 아니고, 단위 문제가 존재하므로
제외한다고 한다.

√
1
N
||y −Φθ||2 =

√√√√ 1
N

N∑
n=1

(yn − ϕ⊤(xn)θ)2

15.2.5. MAP

MAP를 적용해 MLE에서의 overfitting 문제를 완화할 수 있다. 즉, prior를 고려해 posterior에 대한 optimiza-
tion problem을 푼다. 수식으로 나타내면 다음과 같다.

− log p(θ|X ,Y) = − log p(Y|X , θ)− log p(θ) + const
θMAP = arg min

θ
{− log p(Y|X , θ)− log p(θ)}

parameter θ에 대한 conjugate gaussian prior를 p(θ) = N (0, b2I)라고 하면 다음과 같이 수식을 작성할 수
있다.마지막줄의수식에서알수있듯이, MAP에의해추가되는항은 regularization을수행한다.마지막줄의
수식에서 첫번째 항을 Data-fit Term 또는 Misfit Term이라고 하고, 두번째 항을 Regularizer라고 하며, λ를
Regularization Parameter라고 한다.

− log p(θ|X ,Y) = 1
2σ2 (y −Φθ)⊤(y −Φθ) + 1

2b2 θ⊤θ + const

L(θ) = 1
2σ2 (y −Φθ)⊤(y −Φθ) + 1

2b2 θ⊤θ

= ||y −Φθ||2 + 1
2b2 ||θ||

2
2

= ||y −Φθ||2 + λ||θ||22

이를 differentiate하고 0과 같다고 둬서 풀 수 있다.

−d log p(θ|X ,Y)
dθ

= 1
σ2 (θ⊤Φ⊤Φ− y⊤Φ) + 1

b2 θ⊤

θMAP =
(

Φ⊤Φ + σ2

b2 I

)−1

Φ⊤y
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15.3. Bayesian Linear Regression
15.3.1. Bayesian Linear Regression

1. Bayesian Linear Regression
Bayesian Linear Regression에서는 linear regression을 bayesian inference로 해결한다. 즉, MLE와 MAP
과 같이 point estimate를 계산하는 대신 parameter에 대한 전체 posterior distribution을 고려하고, 모든
가능성 있는 parameter에 대한 평균을 계산한다.

이때 prior와 likelihood는 다음과 같다고 가정한다.

p(θ) = N (m0, S0)
p(y | x, θ) = N (y | ϕ⊤(x)θ, σ2)

2. Prior Prediction
학습데이터를관측하기전에, prior만을사용해 prediction해보자.즉,이경우다음과같은수식으로 prediction
에 대한 distribution을 얻을 수 있다. x∗는 학습 데이터에 없는 새로운 데이터이고, y∗ = ϕ⊤(x∗)θ + ϵ는 그
예측값이다.

p(y∗ | x∗) =
∫

p(y∗ | x∗, θ)p(θ)dθ

이때 likelihood와 prior가 모두 gaussian이므로 prediction 또한 gaussian이다. 이때 다음과 같이 mean의 lin-
earity와 variance에 대해 V[Ax] = AV[x]AT가 성립한다는 점, θ와 ϵ이 서로 independent하다는 점을 활용해
mean과 variance를 구할 수 있다. 이때 σ2는 noise에 의한 항으로, noise-free function value를 얻으려면 해당
항을 뺀 gaussian distribution을 활용하면 된다. 이렇게 두 gaussian distribution에 대한 곱의 적분은 mean과
variance만을 구하는 것으로 구할 수 있음에 유의하자. 또한 이때 covariance matrix를 사용하지 않은 것은 y∗
가 scalar이기 때문이라는 점도 상기하자.

E[y∗] = Eθ,ϵ[ϕ⊤(x∗)θ + ϵ] = ϕ⊤(x∗)E[θ] + E[ϵ]
V[y∗] = Vθ,ϵ[ϕ⊤(x∗)θ + ϵ] = Vθ[ϕ⊤(x∗)θ] + Vϵ[ϵ]

이때 E[y∗]는 x∗가 주어진 상황을 가정하므로, E[y∗ | x∗]와 같은 것으로 이해할 수 있다.

p(y∗ | x∗) = N (ϕ⊤(x∗)m0, ϕ⊤(x∗)S0ϕ(x∗) + σ2)

3. Posterior Distribution/Prediction
데이터셋 xn ∈ RD와 대응되는 yn이 n = 1, · · · , N에 대해 주어졌을 때, bayes’ theorem에 의해 다음과 같이
posterior를 구할 수 있다.

p(θ|X ,Y) = p(Y|X , θ)p(θ)
p(Y|X )
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이때 posterior는 gaussian이고, 다음과 같은 mean과 variance를 가진다. 이에 대한 증명은 꽤 복잡하므로
교재를 참고하자.

p(θ|X ,Y) = N (θ|mN , SN )
SN = (S−1

0 + σ−2Φ⊤Φ)−1

mN = SN (S−1
0 m0 + σ−2Φ⊤y)

이런 posterior를 활용해서, 다음과 같이 prediction의 distribution을 얻을 수 있다. 즉, mean과 variance만
달라지고 prior에서와 수식은 동일하다. 마찬가지로 σ2 항을 빼면 noise-free function value를 얻을 수 있다.

p(y∗|X ,Y, x∗) =
∫

p(y∗|x∗, θ)p(θ|X ,Y)dθ

=
∫
N (y∗|ϕ⊤(x∗)θ, σ2)N (θ|mN , SN )dθ

= N (y∗|ϕ⊤(x∗)mN , ϕ⊤(x∗)SN ϕ(x∗) + σ2)

15.3.2. Computing the Marginal Likelihood of Linear Regression

bayesian model selection 등을 고려하면 marginal likelihood를 계산하는 것이 중요할 수 있다. marginal
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likelihood는 다음과 같다. multivariate이므로 covariance를 사용하는 점 유의하자.

p(Y|X ) =
∫

p(Y|X , θ)p(θ)dθ

=
∫
N (y|Xθ, σ2I)N (θ|m0, S0)dθ

이때 θ와 p(yn|xn, θ)는 gaussian distribution이고, 다음과 같다. 이에 따라 marginal likelihood 또한 gaussian
이다.

θ ∼ N (m0, S0)

yn|xn, θ ∼ N (x⊤
n θ, σ2)

이에 따라 mean과 covariance를 구하면 다음과 같다. 여기에서도 independence가 활용되었다.

E[Y|X ] = Eθ,ϵ[Xθ + ϵ] = XEθ[θ] = Xm0

Cov[Y|X ] = Covθ,ϵ[Xθ + ϵ] = Covθ[Xθ] + σ2I

= XCovθ[θ]X⊤ + σ2I = XS0X⊤ + σ2I

정리하면 gaussian distribution은 다음과 같다.

p(Y|X ) = N (y|Xm0, XS0X⊤ + σ2I)

16. Dimensionality Reduction with PCA
high dimensional data는 그 자체로 분석하거나 시각화하기 어렵고, 처리하는 데에 비용이 많이 들며, redundancy
가 존재한다. 이에 따라 dimensionality reduction을 적용할 수 있다. 본 장에서는 linear dimensionality reduction
기법인 PCA에 대해서 다룬다.

16.1. Dimensionality Reduction with PCA
16.1.1. Problem Formulation

PCA(Principal Component Analysis, 주성분 분석)는 고차원의 데이터를 정보 손실을 최소화하면서
저차원으로 줄이는 기법이다.

empirical mean이 0이고 i.i.d.인 데이터셋을 나타내는 matrix X = [x1, · · · , xN ]이 존재할 때, PCA에서는
데이터 xn ∈ RD에 대해 lower dimensionality를 가지는 projection x̃n ∈ RD를 찾는 것을 목적으로 한다. x̃n

는 x를 projection하여 재구성한 것으로, x와 동일한 dimension을 가지지만 subspace에 존재하는 vector이다.

이때 X는 mean이 0이고, 이에 따라 variance가 다음과 같이 정의된다.

S = 1
N

N∑
n=1

xnxT
n = 1

N
XXT

zn는 low dimension을 가지는 vector로, 다음과 같이 정의된다. B ∈ RD×M는 column이 orthonormal한
projection matrix이다. x̃n는 zn을 reconstruct한 것으로 이해할 수 있다.
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zn = BT xn

즉, x̃n는 다음과 같다. 즉, BT는 encoder, B는 decoder로 이해할 수 있다.

x̃n = Bzn

16.1.2. Key Steps of PCA in Practice

뒤에서 설명할 내용들을 고려해서 정리한, PCA를 실제로 수행하는 process는 다음과 같다.

1. Mean Subtraction: 데이터셋의 empirical mean µ를 구한 뒤, 각 데이터를 µ로 빼서 mean을 0으로 맞춘
다.

2. Standardization: dimension d = 1, · · · , D 별로 standard deviation σd를 구한 뒤, 각 데이터의 각

dimension을 σd로 나눠 variance를 1로 맞춘다.

3. Eigen Decomposition of Covariance Matrix: 데이터셋의 covariance matrix를 구한 뒤 해당 matrix
의 eigen value/vector를 구한다. covariance matrix는 symmetric이므로, spectral theorem에 의해 항상
ONB를 구할 수 있다. 이후 eigen value가 큰 상위 eigen vector들을 normalize해 subspace ONB를 만든
뒤, 이 ONB를 column으로 하는 matrix B를 구성한다.

4. Projection: B를 활용해 다음과 같이 데이터를 손실이 가장 적은 low-dimensonality subspace로 projec-
tion할 수 있다.

x̃n = BB⊤xn, zn = B⊤xn

이때 기존 데이터의 original data space의 vector가 필요하다면 다음과 같이 mean subtraction, stan-
dardization을 반대로 연산한다.

x̃(d)
n ← x̃(d)

n σd + µd
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16.2. Maximum Variance Perspective
16.2.1. Maximum Variance Perspective

PCA에서는 다음 그림과 같이 특정 dimensionality의 성분을 제거한다. 이 그림에서도 알 수 있듯이, 만약
잘못된 dimension을 제거할 경우 데이터 distribution이 작아지거나 아예 사라질 수 있고, 적절히 제거한다면
distribution이 유지된다. 이에 따라 PCA에서는 데이터의 low-dimensional representation의 variance를 최대
로 하는 것을 목적으로 한다. x의 variance는 이미 고정되어 있고, B에 의한 z의 variance가 최대가 되도록
한다. 이때 variance는 mean에 영향을 받지 않으므로 mean은 모두 0으로 가정한다.

zin를 zn의 i번째 원소라고 하고 B의 column을 bi라고 하면, zn = BT xn이므로 zin = bT
i xn이 성립한다.

또한 x̃n = bkbT
k xn이 성립한다. 이에 따라 zk에 대한 variance는 다음과 같다. 이때 S는 X에 대한 covariance

matrix이다.

Vk = V[zk] = 1
N

N∑
n=1

z2
kn = 1

N

N∑
n=1

(b⊤
k xn)2 = b⊤

k

(
1
N

N∑
n=1

xnx⊤
n

)
bk = b⊤

k Sbk

이때 bk의 norm이 커지면 variance의 크기도 변할 수 있으므로 ||bk|| = 1로 한다. 즉, 이는 다음과 같은

conditioned optimization problem이 된다.
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max
bk

b⊤
k Sbk

subject to ∥bk∥2 = 1.

lagrange multiplier method를 적용하면 다음과 같다.

L(bk, λk) = b⊤
k Sbk + λk(1− b⊤

k bk)

이를 bk에 대해 partial differentiate해 0인 지점을 찾으면 Sbk = λkbk이 된다. 즉, variance를 최대로 하는
bk는 covarance matrix S의 eigen vector이고, lagrange multiplier λk는 eigen value이다.또한,이를
활용해 variance를 정리하면 Vk = b⊤

k Sbk = λkbT
k bk = λk으로, variance는 eigen value와 같다.

이에 따라, low-dimensional representation의 variance를 최대화하기 위해서는 원본 데이터의 covariance ma-
trix가 가지는 가장 큰 eigen value들에 대한 eigen vector로 basis를 구성해야 한다. 이때의 eigen vector를
Principal Component(주성분)라고 한다. 이때 가장 큰 eigen value를 가지는 것부터 first principal com-
ponent가 된다.

M개의 앞쪽 principal component를 사용하는 경우 variance VM과 손실되는 variance lost JM은 다음과 같다.

VM =
M∑

m=1
λm, JM =

D∑
j=M+1

λj = VD − VM

16.2.2. M-dimensional Subspace with Maximal Variance

covariance matrix S로부터 m-1개의 앞쪽 principal componet를 추출했다고 하자. S는 symmetric하므로
ONB를 얻을 수 있고, dimension이 m − 1인 subspace U ⊂ RD를 생각할 수 있다. 데이터를 column으로
가지는 matrix X = [x1, · · · , xN ] ∈ RD×N에 대해 m − 1개의 principal component를 고려해 압축되지 않은
정보만 남긴 matrix를 다음과 같이 얻을 수 있다. 이때 Bm−1는 ONB인 b1, · · · , bm−1이 span하는 subspace로
projection하는 projection matrix이다(P 2 = P, P T = P가 성립한다.).

X̂ = X −
m−1∑
i=1

bib
⊤
i X = X −Bm−1X

이 X̂에 대한 covariance matrix Ŝ가 가지는 가장 큰 eigen value에 대응되는 eigen vector를 X에 대한 m번째
principal component로 할 수 있다. 이는 S와 Ŝ의 eigen vector가 같다는 사실에 기반한다(eigen value 집합은
같지 않다.). 이는 다음과 같이 Ŝbi를 전개해 증명할 수 있다.

Ŝ = 1
N

(X −Bm−1X)(X −Bm−1X)⊤

= S − SBm−1 −Bm−1S + Bm−1SBm−1

i ≥ m인 경우, Bm−1bi = 0이므로 대입해 보면 Ŝbi = Sbi = λibi가 성립하므로 eigen value와 eigen vector가
모두 같다. i < m인 경우 Bm−1이 projection matrix이므로 Bm−1bi = bi가 성립해, 정리하면 Ŝbi = 0가 되어
eigen value는 서로 같지 않고(Ŝ는 eigen value가 0), eigen vector는 같다.

이에 따라 m − 1번째까지 principal component를 구했으면, 그 다음 prinical component로는 Ŝ의 가장 큰
eigen value를 가지는 eigen vector를 선택할 수 있다. 이런 선택의 과정을 반복하는 것으로 PCA를 수행할 수
있다.

참고로, SVD를 사용해 covariance matrix S의 eigen value와 eigen vector를 구할 수 있다. X = UΣV ⊤라 하면

covariacne matrix는 다음과 같다.
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S = 1
N

XX⊤ = 1
N

UΣV ⊤V Σ⊤U⊤ = 1
N

UΣΣ⊤U⊤

여기에 U의 column vector인 ONB를 대입해 보면 해당 column vector들이 eigen vector인 것을 알 수 있고, 이때
eigen value는 다음과 같다.

λd = σ2
d

N

16.3. Projection Perspective
16.3.1. Projection Perspective

1. Projection Perspective
데이터셋 X = {x1, · · · , xN}, xi ∈ RD와, RD의 ONB {b1, · · · , bD}를 생각하자. 여기에서의 관심사는 X를
dim(U) = M < D인 RD의 lower-dimenional subspace U로 projection하는 최적의 linear projection을 찾는
것이다. 이때의 U를 Principal Subspace라고 한다. principal subspace U에 존재하는 것은 xn을 projection
한 dimension이 D인 vector x̃n이고, zn은 이 vector에 대한 dimension이 M인 coordinate이다(나머지 부분은
0). 즉, 다음과 같이 나타낼 수 있다. 이때 zmn는 zn의 m번째 원소이다.

x̃n =
M∑

m=1
zmnbm = Bzn ∈ RD

즉, average reconstruction error인 xn와 x̃n 사이의 distance를최소화하는 x̃n와 principal component를 찾는
것을 목적으로 한다.

JM = 1
N

N∑
n=1
||xn − x̃n||2

2. Finding Coordinate
RD의 ONB 중 M개로 구성한 matrix B = [b1, · · · , bM ]을 생각하자. BBT는 projection matrix이고, x̃n는

다음과 같이 xn을 BBT로 projection한 것이다.

zn = BT xn

x̃n = B(BT B)−1BT xn = BBT xn

이는 JM를 zn에 대해 partial differentiate하는 것으로 증명할 수 있다. distance의 최솟값은 derivate가 0이
되는 지점을 찾으면 된다.

JM = 1
N

N∑
n=1

(xn −Bzn)⊤(xn −Bzn) = 1
N

N∑
n=1

(x⊤
n xn − 2x⊤

n Bzn + z⊤
n B⊤Bzn)

∂JM

∂zn
= 1

N
(−2B⊤xn + 2B⊤Bzn) = 0

zn = (B⊤B)−1B⊤xn, x̃n = B(B⊤B)−1B⊤xn = BB⊤xn

3. Finding Basis of Principal Subspace
최적의 linear projection을 찾기 위해서는 principal subspace의 ONB를 우선 찾아야 한다. 이를 위해 앞서
다룬 결과를 활용해 JM을 정리해보자. ONB 중 B에 사용한 D개의 basis를 제외한 나머지 D −M개의 basis
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bM+1, . . . , bD를 column으로 하는 matrix C ∈ RD×(D−M)를 생각하자. 원본 데이터 xn과 projection으로
dimensionality를 줄인 데이터 x̃n 간의 차이는 다음과 같이 principal subspace의 orthogonal complement(직
교여공간)의 vector이다.

xn − x̃n = CC⊤xn

정리하면 norm은 다음과 같다.

∥xn − x̃n∥2 = (CC⊤xn)⊤(CC⊤xn) = x⊤
n CC⊤xn

이를 활용해 JM을 정리할 수 있다. 이때 ’trace trick’과 Sbj = λjbj임을 활용한다.

JM = 1
N

N∑
n=1

x⊤
n CC⊤xn = 1

N

N∑
n=1

tr(C⊤xnx⊤
n C) = tr(C⊤SC)

=
D∑

j=M+1
b⊤

j Sbj =
D∑

j=M+1
λj

즉, 원본 데이터의 covariance matrix가 가지는 eigen value 중 가장 값이 큰 것들의 eigen vector들
로 ONB를 구성해야 JM을 최소화할 수 있다. 이는 maximum variance perspective에서의 결론과 완전히
동일하다.

"’Trace Trick’에 의하면 스칼라 값(1x1 행렬)은 자기 자신의 대각합(Trace, tr)과 같으며, Trace 안에서는 행렬 곱의
순서를 순환시킬 수 있습니다. (tr(ABC) = tr(CAB))."

16.3.2. Practical Approaches on Calculating Eigen Value/Vectors

1. Power Iteration
eigen value/vector를 얻기 위해 characteristic polynomial을 풀어서 계산하는 것은 해당 polynomial의 degree
가 5 이상이면 구하는 것이 불가능해진다. 또한 주로 관심 있는 부분은 그 값이 가장 큰 eigen value들이므로,
이렇게 모든 eigen value를 구하는 것은 비효율적이다. 이에 따라 iterative process를 통해 가장 값이 큰 eigen
value만 구하는 기법들이 존재하는데, 그 중 Power Iteration에서는 matrix S에 대해 가장 큰 eigen value
하나만을 구한다. null space의 vector가 아닌 vector x0로부터 시작해, 다음과 같은 수식을 반복 계산하다보면
가장 큰 eigen value를 가지는 eigen vector에 수렴한다고 한다.

xk+1 = Sxk

∥Sxk∥
, k = 0, 1, . . .

2. PCA in High-dimensions
실제로 데이터의 dimension D가 높은 경우, D ×D matrix인 convariance matrix에 대한 eigen value/vector
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를 구하는 것의 overhead가 크다. 이에 따라 데이터의 개수 N보다 dimension D가 훨씬 큰 경우에는, 다음과
같이 covariance matrix를 변형하고 cm = X⊤bm으로 두면 N ×N matrix에 대해 eigen value/vector를 구할
수 있다.

Sbm = 1
N

XX⊤bm = λmbm

1
N

X⊤X(X⊤bm) = λm(X⊤bm), 1
N

X⊤Xcm = λmcm

교재에는 latent variable perspective도 존재하지만 정리하지 않았다.

17. Density Estimation with Gaussian Mix-
ture Models

데이터의값을그자체로해당데이터에대한 representation으로사용하는것은 straightforward하지만,데이터셋이
커지면 overhead가커지고,데이터의특성을분석하기에적절하지않다.본장에서는데이터를 gaussian distribution
과 같은 probability distribution의 density로 표현하는 방법을 알아본다. 이렇게 데이터를 특정 density로 표현하는
것을 Density Estimation이라고 한다.

17.1. Gaussian Mixture Models
17.1.1. Gaussian Mixture Models

Mixture Model은 다음 수식과 같이 여러 distribution으로 구성된 모델이다. 이때 pk는 gaussian과 같은
basic distribution이고 각 distribution을 Mixture Component라고 한다. πk는 Mixture Weight이다.

p(x) =
K∑

k=1
πkpk(x)

0 ⩽ πk ⩽ 1,

K∑
k=1

πk = 1

basic distribution이 gaussain인 mixture model을 Gaussian Mixture Model(GMM)이라고 하고, 다음과
같이 정의된다. 이때 θ는 모델이 가지는 모든 parameter의 집합으로, θ = {µk, Σk, πk : k = 1, . . . , K}과 같다.

p(x|θ) =
K∑

k=1
πkN (x|µk, Σk)

0 ⩽ πk ⩽ 1,

K∑
k=1

πk = 1

GMM은 그 parameter가 가지는 likelihood를 최대로 하는 것으로 학습시킬 수 있고, 이 경우 앞서 linear
regression과 PCA에서 한 것과 같이 closed form solution을 구할 수 없으므로 EM algorithm과 같은 iterative
operation을 활용한다.

다음과 같이 GMM은 단일 gaussian distribution비 비해 더 높은 표현력을 가진다.
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mixture model의정의에서사용된것처럼,이렇게합이 1이고각가중치가음수가아닌결합을 Convex Combination
이라고 한다.

17.2. Parameter Learning with MLE
17.2.1. Responsibity

데이터셋 X = {x1 · · · , xN}이주어졌을때,이에대한 good approximation인 distribution을 GMM을활용해
찾는 것이 목적이다. 하지만 이를 위해 log likelihood를 작성하면 다음과 같은데, 단일 gaussian distribution
의 경우 differentiate해서 0인 지점을 찾으면 되지만, 이렇게 log 내부에 덧셈이 존재하면 closed form solution
을 구할 수 없다(실제로 differentiate해 보면 수식이 정리되지 않는다.).

L =
N∑

n=1
log p(xn|θ) =

N∑
n=1

log
K∑

k=1
πkN (xn|µk, Σk)

이에 따라 closed form solution을 바로 구하는 대신, iterative approach인 EM algorithm을 사용해 최적의
parameter를 찾는다. 즉, 다른 parameter들은 고정해 두고 한 번에 하나의 parameter만 update한다.

이를 위해 K개의 각 mixture component에 대한 Responsibility를 다음과 같이 정의한다. 데이터셋의 어떤
데이터 xn에대해 rn = [rn1, · · · , rnK ]를생각할수있고, rn은 probability vector이다.즉, responsibility는총
합이 1이고 0보다 크거나 같은 값이므로 probability이고, xn이 k번째 mixture component에 의해 생성되었을
probability를 나타낸다.

rnk = πkN (xn|µk, Σk)∑K
j=1 πjN (xn|µj , Σj)

responsibility를 활용해 mean, covariance, mixture weight 각각을 update할 수 있다. model parameter를
update할 때 수식에 responsibility가 모두 존재하는데, 이에 따라 그냥 differentiate했을 때는 closed form
solution을 얻을 수 없었다. 쉽게 말해, µk = f(µk, . . . )와 같이 구하고자 하는 변수가 좌변과 우변 양쪽에
모두 나타나고, 이를 정리해서 한쪽 변에만 존재하도록 할 수 없었다. 해당 부분은 responsibility로 정의하여
상수화하는 것으로(해당 파라미터들은 고정) closed form solution을 갖도록 하는 것이 여기에서의 parameter
update의 핵심이다.

17.2.2. Parameter Learning with MLE

1. Updating the Means
mean에대한 update는다음수식으로수행할수있다.이때 Nk는 k번째 mixture componet가전체데이터셋에
대해 가지는 responsiblity의 총합이다. 즉, 이는 단순 평균값을 계산하는 기존의 방식과는 달리 responsibility
기반으로 가중 평균을 수행하고, 각 mixture component가 가지는 responsibility(likelihood)를 고려해서 기존
의 mean을 이동시킨다.
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µnew
k =

∑N
n=1 rnkxn∑N

n=1 rnk

= 1
Nk

N∑
n=1

rnkxn

이는 다음과 같이 증명 가능하다. 우선 전체 distribution에 대해 partial differnetiate하고, 이후 log를 씌운
수식을 확인하자.

∂L
∂µk

=
N∑

n=1

∂ log p(xn|θ)
∂µk

=
N∑

n=1

1
p(xn|θ)

∂p(xn|θ)
∂µk

∂p(xn|θ)
∂µk

=
K∑

j=1
πj

∂N (xn|µj , Σj)
∂µk

= πk
∂N (xn|µk, Σk)

∂µk

= πk(xn − µk)⊤Σ−1
k N (xn|µk, Σk)

∂L
∂µk

=
N∑

n=1

∂ log p(xn|θ)
∂µk

=
N∑

n=1

1
p(xn|θ)

∂p(xn|θ)
∂µk

=
N∑

n=1
(xn − µk)⊤Σ−1

k

πkN (xn|µk, Σk)∑K
j=1 πjN (xn|µj , Σj)︸ ︷︷ ︸

=rnk

=
N∑

n=1
rnk(xn − µk)⊤Σ−1

k .

이와 같이 responsibility로 상수화하면 해당 derivate이 0이 되는 지점을 closed form solution으로 구할 수
있다. 즉, 다음과 같이 정리된다.

N∑
n=1

rnkxn =
N∑

n=1
rnkµnew

k ⇐⇒ µnew
k =

∑N
n=1 rnkxn∑N

n=1 rnk

= 1
Nk

N∑
n=1

rnkxn

2. Updating the Covariances
covariance에 대한 update는 다음 수식으로 수행할 수 있다. 여기에서도 마찬가지로 이는 단순 평균값을 계산
하는 기존의 방식과는 달리 responsibility 기반으로 가중 평균을 수행하고, 각 mixture component가 가지는
responsibility(likelihood)를 고려해서 기존의 covariance를 이동시킨다. 이때 rnk와 Nk는 앞서 정의한 것과

같다.
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Σnew
k = 1

Nk

N∑
n=1

rnk(xn − µk)(xn − µk)⊤

이는 다음과 같이 증명 가능하다. mean에서와 동일한 방식이다. 우선 differentiate하면 다음과 같다.

∂L

∂Σk
=

N∑
n=1

∂ log p(xn|θ)
∂Σk

=
N∑

n=1

1
p(xn|θ)

∂p(xn|θ)
∂Σk

이후 product differentiation을 하고, 기존 수식에 대입한다.

∂p(xn|θ)
∂Σk

= ∂

∂Σk

[
πk(2π)− D

2 det(Σk)− 1
2 exp

(
−1

2(xn − µk)⊤Σ−1
k (xn − µk)

)]
= πkN (xn|µk, Σk) ·

(
−1

2

)(
Σ−1

k − Σ−1
k (xn − µk)(xn − µk)⊤Σ−1

k

)

∂L

∂Σk
=

N∑
n=1

1
p(xn|θ)

∂p(xn|θ)
∂Σk

=
N∑

n=1

πkN (xn|µk, Σk)∑K
j=1 πjN (xn|µj , Σj)︸ ︷︷ ︸

=rnk

·
(
−1

2

)(
Σ−1

k − Σ−1
k (xn − µk)(xn − µk)⊤Σ−1

k

)

= −1
2

N∑
n=1

rnk

(
Σ−1

k − Σ−1
k (xn − µk)(xn − µk)⊤Σ−1

k

)
= −1

2Σ−1
k

N∑
n=1

rnk︸ ︷︷ ︸
=Nk

+1
2Σ−1

k

(
N∑

n=1
rnk(xn − µk)(xn − µk)⊤

)
Σ−1

k

이후 derivate이 0이 되는 지점을 closed form solution으로 구할 수 있다.

Σnew
k = 1

Nk

N∑
n=1

rnk(xn − µk)(xn − µk)⊤

3. Updating the Mixture Weights
mixture weight에 대한 update는 다음 수식으로 수행할 수 있다. 이때 N은 데이터의 개수이고, Nk는 앞서
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정의한 것과 같다. N은 Nk의 총합과 같으므로, 이 수식은 전체 mixture component들에 대한 각 mixture
component가 가지는 responsibility의 비율을 나타낸 것과 같다.

πnew
k = Nk

N

이는다음과같이증명할수있다. responsiblity의총합이 1이라는 constraint가존재하므로, lagrange multiplier
method를 통해 수식을 정리하면 다음과 같다.

L = L + λ

(
K∑

k=1
πk − 1

)

=
N∑

n=1
log

K∑
k=1

πkN (xn|µk, Σk) + λ

(
K∑

k=1
πk − 1

)

이를 mixture weight에 대해 differentiate하면 다음과 같다.

∂L
∂πk

=
N∑

n=1

N (xn|µk, Σk)∑K
j=1 πjN (xn|µj , Σj)

+ λ

= 1
πk

N∑
n=1

πkN (xn|µk, Σk)∑K
j=1 πjN (xn|µj , Σj)

+ λ = Nk

πk
+ λ

이후 derivate을 0으로 두고 정리하면 다음과 같다.

πk = −Nk

λ

이를 활용해 다음과 같이 정리할 수 있고, 결과적으로 mixture weight를 update할 수 있다. 이때 responsibility
를 모두 더하면 1이므로

∑K
k=1 Nk = N이 성립한다.

K∑
k=1

πk = 1 ⇐⇒ −
K∑

k=1

Nk

λ
= 1 ⇐⇒ −N

λ
= 1

πnew
k = Nk

N

17.2.3. EM algorithm

EM algorithm은 mixture model, latent variable model 등에서의 MLE/MAP를 통한 parameter learning
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을 위한 iterative scheme이다. 이는 다음과 같은 과정을 반복 적용하는 알고리즘으로, 매 step에서 likelihood
가 커진다고 한다. 해당 값이 수렴했는지는 직접 likelihood나 parameter를 확인해 판단한다.

1. µk, Σk, πk를 초기화한다. (초기 값을 구한다.)

2. E-step: 현재의 µk, Σk, πk와 전체 데이터셋을 활용해 responsibility를 구한다.

rnk = πkN (xn|µk, Σk)∑
j πjN (xn|µj , Σj)

3. M-step: 현재의 responsibility를 활용해 µk, Σk, πk를 update한다.

µk = 1
Nk

N∑
n=1

rnkxn

Σnew
k = 1

Nk

N∑
n=1

rnk(xn − µnew
k )(xn − µnew

k )⊤

πk = Nk

N

responsiblity에 해당되는 수식 안에 µk, Σk, πk가 모두 존재해서 closed form solution을 얻을 수 없었다. EM
algorithm을 적용했을 때 closed form solution을 얻을 수 있었던 것은 µk, Σk, πk를 고정해서 상수 취급하고,
iterative하게 접근하기 때문이다.

교재에는 latent variable perspective도 존재하지만 정리하지 않았다.
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18. Classification with SVM
본 장에서는 SVM을 활용한 binary classification 문제에 대해 알아본다. 즉, classification error를 최소화하는

predictor f : RD → {−1, +1}를 찾는 것을 그 목적으로 한다. 이때의 {−1, +1}의 각 원소를 Negative Class와
Positive Class라고 한다.

18.1. Classification with SVM
18.1.1. Classification with SVM

1. SVM
SVM(Support Vector Machine)은 데이터에 대한 classification/regression을 수행하는 데에 사용되는
supervised learning 알고리즘으로, space에서 서로 다른 class를 잘 분리할 수 있는 최적의 hyperplane을 찾는
것을 그 목적으로 한다. SVM에서는 기하학적으로 접근하여 function predictor를 정의하고, 이를 ERM으로
최적화하는 것으로 binary classification을 풀 수 있다. 즉, binary classification에서 두 class를 잘 separate
하는 hyperplane을 찾는다.

continous optimization에서 정리한 것처럼 hyperplane은 f : RD → R, f(x) = ⟨w, x⟩ + b = wT x + b에
대해서 다음과 같은 affine space로 정의된다.

{x ∈ RD | f(x) = 0}

2. Positive/Negative Side
만약 임의의 vector va ∈ RD가 주어졌을 때, 이를 hyperplane(affine space) 위의 점 v′

a와, scaling을 수행하는
scalar α에 대해 va = v′

a + α w
∥w∥와 같이 orthogonal한 두 vector의 합으로 나타낼 수 있다.

임의의 vector x ∈ RD에 대해 f(x)의 부호에 따라 해당 vector가 positive side에 있는지, negative side에
있는지가 결정된다. va를 f에 넣어 정리하면 f(va) = α∥w∥가 되고, α에 의해 f(va)의 부호가 결정된다. 즉,
f(x)의 부호로 hyperplane에 대해 어떤 side에 존재하는지를 판단할 수 있다.

총 N개의 xn ∈ RD인 데이터와 그 label yn ∈ {−1, +1}로 구성된 데이터셋 {(x1, y1), · · · , (xN , yN )}을 생각
하자. 앞서 다룬 결론에 따라 각 데이터에 대해 다음이 성립하도록 classifier를 학습시킨다.

⟨w, xn⟩+ b ≥ 0 when yn = +1
⟨w, xn⟩+ b < 0 when yn = −1

하나의 수식으로 정리하면 다음과 같다.

yn(⟨w, xn⟩+ b) ≥ 0
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18.2. Primal SVM
18.2.1. Hard Margin SVM

1. Margin
앞서다룬것처럼 vector va ∈ RD를 va = v′

a+α w
∥w∥꼴로나타낼수있다.이때 xa와 hyperplane간의 distance

를 생각할 수 있고, hyperplane과 가장 가까운 데이터 간의 distance를 Margin이라고 하며, r로 표기한다.
margin은 distance이므로 r > 0이다. 참고로, 다음 그림에서 x′

a을 vector로 보면 hyperplane 위에 있지 않은
것이라고 착각할 수 있는데, hyperplane은 affine space이므로 점으로 이해해야 한다.

2. Scaling for Calculating Distance
hyperplane ⟨w, x⟩+ b = 0에 대해, scalar c > 0를 곱한 ⟨cw, x⟩+ bc = 0 또한 동일한 hyperplane을 나타낸다.
하지만기존의수식은 f(xa) = α||w||인데, c를곱한이후에는 f(xa) = α||cw|| = αc||w||으로,실제로 distance
가달라지게된다.이에따라 hyperplane과의 distance를계산할때에는어떤크기의 w, b에대해계산할것인지
scaling을 해줘야 한다.

∥w∥ = 1로 constraint를 지정해 scale을 고정할 수 있다. 하지만 이 경우 해당 수식은 w에 대한 이차식이므로,
lagrange multiplier method를 적용하고 differentiate할 때 계산이 어려워지는 문제가 발생한다. 이에 따라
다음과 같이 margin을 지정할 수 있다. ∥w∥ = 1로 두는 contraint를 제거하고, w′ = w

∥w∥으로 기존의 w를

대체한 뒤, 수식을 정리해 보면 이렇게 margin을 지정하는 것은 ∥w∥ = 1로 두는 것과 완전히 동일하다.

⟨w, xa⟩+ b = 1

va = v′
a + r w

∥w∥임을 이용해서 정리하면 r∥w∥ = 1, r = 1
∥w∥가 된다. 즉, 이 constraint는 다음 그림과 같이

margin을 1
∥w∥으로 하는 것과 같다.

3. Hard Margin SVM
여러 candidiate hyperplane 중에 데이터(positive/negative example 모두 포함)와의 margin을 최대화하는
hyperplane이 가장 좋은 hyperplane이라고 생각할 수 있다. Hard Margin SVM은 다음 수식과 같이 데이터
셋이선형적으로분리가가능하다는것(linearly separable)을가정하고, scale을고려해서다음과같은 training
objective를 같는다. 즉, 데이터가 hyperplane에 의해 완전히 분리될 수 있을 때, 데이터에 맞는 범위 내에서
margin을 최대화한다.
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max
w,b

1
∥w∥︸ ︷︷ ︸

margin

subject to yn(⟨w, xn⟩+ b) ⩾ 1︸ ︷︷ ︸
data fitting

또는 이를 minimization problem으로 다음과 같이 수정할 수 있다. 이때 1
2는 계산적 편의를 위한 것으로,

수렴하는 값에는 영향이 없다.

min
w,b

1
2∥w∥

2︸ ︷︷ ︸
margin

subject to yn(⟨w, xn⟩+ b) ⩾ 1︸ ︷︷ ︸
data fitting

margin이 크다면 class complexity가 낮고, 학습이 용이할 수 있다.

데이터가 선형적으로 분리되지 않는 경우는 아래의 soft margin SVM에서 살펴보자.

18.2.2. Soft Margin SVM

1. Geometric View
Soft Margin SVM은 데이터가 선형적으로 분리되지 않는 상황까지 classification을 일반화하며, hard mar-
gin SVM과달리 classification error(margin내부나 wrong side에있는경우)를허용한다.이를위해각데이터
(xn, yn)에 대응되는 non-negative scalar인 Slack Variable ξ을 사용한다.

이때 C > 0인 C는 Regularization Parameter로, margin과전체 slack variable간의 tradeoff를조정한다.또한
margin term ∥w∥2는 Regularizer로, regularization을 적용하는 효과가 있다. C가 크면 regularization이 덜
적용되어 margin을넘어가는것들도많이용인하게되고, C가작으면많이적용되어더 strict하게최적화된다.
즉, margin maximization은 regularization으로 이해할 수 있다.

min
w,b,ξ

1
2∥w∥

2 + C

N∑
n=1

ξn

subject to yn(⟨w, xn⟩+ b) ⩾ 1− ξn

ξn ⩾ 0

즉, 다음 그림과 같이 ξ가 존재해서 classification error를 반영하고, 이를 최소화하도록 추가로 minimization
problem에 항으로 추가한다.
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2. Loss Function View
앞서 다룬 것처럼 hyperplane은 다음과 같이 정의된다. loss function view에서는 다음과 같은 function에 대해
loss function을 정의하고, ERM을 적용해 최적의 function을 찾는다.

f(x) = ⟨w, x⟩+ b

loss function으로는 Hinge Loss를 사용한다. 이는 다음과 같이 정의된다. 즉, ⟨w, x⟩ + b 값이 margin에 해당
하는 1을 넘어가는 순간부터 loss가 0이 아니게 되고, hyperplane을 넘어서 반대쪽 side로 갈수록 loss가 더
커진다.

ℓ(t) = max{0, 1− t} where t = yf(x) = y(⟨w, x⟩+ b)

이를 더 알아보기 쉽게 표기하면 다음과 같다.

ℓ(t) =
{

0 if t ⩾ 1
1− t if t < 1

해당 loss function을 사용해 다음과 같은 unconstrained optimization을 풀 수 있다. gradient descent 등으로
접근 가능하다. 이때 1

2∥w∥
2은 regularization term으로 추가되었다. geometric view와 비교했을 때 사실상

동일한 의미의 수식인 것을 알 수 있다.

min
w,b

1
2∥w∥

2︸ ︷︷ ︸
regularizer

+C

N∑
n=1

max{0, 1− yn(⟨w, xn⟩+ b)}︸ ︷︷ ︸
error term

18.3. Dual SVM
앞에서 다룬 w와 b를 사용해 정의한 SVM을 Primal SVM이라고 하는데, 이 경우 w는 데이터 xn과 shape이 같고,
이에 따라 feature의 개수가 늘어나면 parameter의 개수 또한 선형적으로 늘어난다. Dual SVM은 feature의 개수
에 비례하도록 하는 대신, 데이터셋의 크기에 비례하도록 한다. 이는 high dimension 데이터에 PCA를 적용할 때
다뤘던 것처럼, 데이터셋의 크기보다 feature의 개수가 훨씬 많은 경우에 유용하다. 또한 뒤에서 설명할 kernel을
적용할 수 있게 된다는 장점도 있다.

교재에는 convex hull view도 있지만 정리하지 않았다.

18.3.1. Dual Optimization Problem of SVM

다음과 같이 soft margin SVM에 대한 optimization problem을 정의했었다.
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min
w,b,ξ

1
2∥w∥

2 + C

N∑
n=1

ξn

subject to yn(⟨w, xn⟩+ b) ⩾ 1− ξn

ξn ⩾ 0

lagrange multiplier method를 사용하면 lagrangian은 다음과 같다.

L(w, b, ξ, α, γ) = 1
2∥w∥

2 + C

N∑
n=1

ξn −
N∑

n=1
αn(yn(⟨w, xn⟩+ b)− 1 + ξn)−

N∑
n=1

γnξn

이를 w, b, ξn 각각에 대해 partial differentiate하면 다음과 같다. 최적의 지점을 찾기 위해 각 partial differen-
tiate 값을 0으로 둔다.

∂L

∂w
= w⊤ −

N∑
n=1

αnynx⊤
n = 0

∂L

∂b
= −

N∑
n=1

αnyn = 0

∂L

∂ξn
= C − αn − γn = 0

이에 따라 w는 다음과 같이 정리할 수 있고, 이는 최적의 w가 데이터에 대한 linear combination으로 구성
된다는 것을 의미한다. 이때 αn = 0에 해당하는 데이터들은 최적의 w(hyperplane)를 "support"하지 않는데,
αn > 0에 해당하는 데이터들은 "support"하고, 이 vector들을 Support Vector라고 한다.

w =
N∑

n=1
αnynxn

또한 정리하면 다음과 같이 soft margin SVM에 대한 dual optimization problem을 구성할 수 있다. 이렇게
데이터셋의 크기만큼의 parameter들을 구하는 문제로 변환할 수 있다. (이에 대한 유도는 정리하지 않았다.)
이 과정을 통해 최적의 Dual Parameter α1, · · · , αN을 구하면 w, b도 구할 수 있다.

min
α

1
2

N∑
i=1

N∑
j=1

yiyjαiαj⟨xi, xj⟩ −
N∑

i=1
αi

subject to
N∑

i=1
yiαi = 0

0 ⩽ αi ⩽ C for all i = 1, . . . , N.

교재에는 kernel과 numerical solution에 대한 내용도 있지만 정리하지 않았다.
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